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Abstract : 

In 2001, S. Barannikov showed that the Probenius manifold coming from the quantum 
cohomology of the complex projcctive space of dimension n is isomorphic to the 
Frobenius manifold associated to the Laurent polynomial Xi + . . . + Xn + l/xi . . . x„. 

The purpose of this thesis is to generahze this resuh. More precisely, given some 
positive integers Wq, . . . , Wn, we show, up to a conjecture on the value of some orbifold 
Gromov-Witten invariants, that the Probenius structure obtained on the orbifold 
quantum cohomology of the weighted projective spaces with weights wo, ■ ■ ■ ,Wn is 
isomorphic to the one obtained from the Laurent polynomial f{uQ, . . . , Un) :— uq + 
... + Un restricted to U := {(wq, ...,Un)e C"+^ | H- = 1}. 



Résumé : 

En 2001, S. Barannikov a montré que la variété de Probenius provenant de la coho- 
mologie quantique de l'espace projectif complexe de dimension n est isomorphe à la 
variété de Frobenius associée au polynôme de Laurent Xi + . . . + Xn + 1/xi . . . Xn- 

L'objectif de cette thèse est de généraliser ce résultat. Plus précisément, étant 
des entiers strictement positifs wq, ■ ■ ■ ,Wn, nous montrons, modulo une conjecture 
sur la valeur de certains invariants de Gromov-Witten orbifold, que la structure 
de Probenius obtenue sur la cohomologie quantique orbifolde de l'espace projectif de 
poids Wq, ... ,Wn est isomorphe à celle obtenue à partir du polynôme f{uo, . . . , Un) '— 
uo + . . . + Un restreint h U :— {{uq, . . . , Un) £ C"+^ | Yli '^T — 
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CHAPITRE I 



Introduction 

I.l. Historique du problème 

En 1991, B. Dubrovin a défini la structure de Frobenius sur une variété com- 
plexe pour axiomatiser une partie de la riche structure mathématique de la théorie 
topologique des champs (cf. introduction de [Dub96]). Il s'est inspiré des travaux 
des quatre physiciens E. Witten [Wit90], R. Dijkgraaf, E. Verlinde et H.Verhnde 
[DVV91]. Les variétés de Frobenius sont des variétés complexes munies d'une forme 
bilinéaire non dégénérée plate et d'un produit sur le fibré tangent complexe qui sat- 
isfont certaines conditions de compatibilité. Elles possèdent aussi un potentiel qui 
satisfait le système d'équations aux dérivées partielles WDVV du nom des quatre 
physiciens cités plus haut. B. Dubrovin a montré qu'une variété de Frobenius semi- 
simple est déterminée par des « conditions initiales » en un point. Ces variétés ont 
une structure assez riche et elles apparaissent naturellement dans différents domaines 
des mathématiques : notamment en théorie des singularités et en cohomologie quan- 
tique. 

La cohomologie quantique, découverte par les physiciens E. Witten, R. Dijkgraaf 
et C. Vafa dans la théorie des modèles sigma, a été axiomatisée en géométrie 
algébrique par M. Kontsevich et Y. Manin en 1994. En 1995, Y. Ruan et G. Tian ont 
donné une version de la cohomologie quantique en géométrie symplectique. 

Dans ces deux approches toute la difficulté réside dans la définition des invariants 
de Gromov- Witten. Ces invariants « comptent » le nombre de courbes de genre et 
de degré fixé qui vérifient certaines conditions d'incidence dans une variété compacte 
(symplectique ou projective). Si l'on ne considère que les invariants de Gromov- 
Witten qui comptent les courbes de genre alors on obtient la cohomologie quantique 
et elle est naturellement munie d'une structure de variété de Frobenius. Son potentiel, 
appelé potentiel de Gromov- Witten, est la série génératrice formée par ces invariants 
de Gromov- Witten. La forme bilinéaire non dégénérée plate est donnée par la dualité 
de Poincaré et le produit, qui est une déformation du cup produit, est défini à l'aide 
du potentiel de Gromov- Witten et la dualité de Poincaré. 
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Une autre source d'exemples de variété de Probenius vient de la théorie des 
singularités. Dans les années soixante-dix et quatre-vingt, K. Saito a étudié les 
déploiements universels des singularités isolées d'hypersurfaces. En 1983, K. Saito a 
introduit la notion de structure plate, et a conjecturé qu'une telle structure existe 
de manière naturelle sur la base du déploiement universel d'une singularité isolée 
d'hypersurface. Cette conjecture a été montrée par M. Saito en 1983. Par ailleurs, 
la notion de structure plate s'est révélée être identique à la notion de structure de 
Probenius, considérée plus tard par B. Dubrovin. 

La symétrie miroir peut se formuler en termes d'isomorphisme entre les variétés 
de Probenius provenant de la cohomologie quantique (côté A) et celle provenant de 
la théorie des singularités (côté B). 

Inspiré par un article de A. Givental [Giv95], S. Barannikov a montré en 2000 
dans l'article [BarOO] que la variété de Probenius provenant de la cohomologie quan- 
tique des espaces projectifs complexes est isomorphe à une variété de Probenius 
naturelle sur la base du déploiement universel du polynôme de Laurent Xi + ■ • ■ + 

Xji -\- 1/ X\ . . . Xji- 

L'objectif de cette thèse est de généraliser ce résultat aux espaces projectifs à 
poids. Pour cela, nous utilisons la théorie des orbifolds et les constructions qui s'y 
rattachent. Dans les articles [CR04] et [CR02], W. Chen et Y. Ruan définissent l'an- 
neau de cohomologie orbifolde via les invariants de Gromov-Witten orbifolds. Le cup 
produit orbifold est défini comme la partie de degré zéro du produit quantique orb- 
ifold et il se calcule via la classe d'Euler d'un fibré obstruction. Le produit quantique 
orbifold est défini par le potentiel de Gromov-Witten. Ainsi, comme dans le cas des 
variétés, la cohomologie quantique orbifolde est naturellement munie d'une structure 
de Probenius. 

D'un autre côté, A. Douai et G. Sabbah (cf. [DS03]) ont expliqué comment con- 
struire une variété de Probenius canonique sur la base d'un déploiement universel de 
tout polynôme de Laurent commode et non dégénéré par rapport à son polyèdre de 
Newton. En particulier, dans l'article [DS04] , les auteurs ont mis cette construction 
en pratique sur le polynôme WqUo -|- • • • -|- restreint k U := {{uq, . . . ,Un) G 

C"^"'^ I riî'^r' ~ 1} '^^^ Wq, . . . ,Wn sont des entiers strictement positifs et premiers 
entre eux. Les travaux de A. Douai et G. Sabbah ou ceux de S. Barannikov portent 
sur le polynôme de Laurent lui-même et non sur une étude locale de ses singularités. 

Dans cette thèse, nous comparons les structures de Probenius, dont l'existence 
est assurée par les résultats généraux rappelés ci-dessus, obtenues sur la cohomologie 
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quantique orbifolde des espaces projectifs à poids P(tyo, ■ ■ ■ , w„) (côté A) et celles 
obtenues à partir du polynôme f{uo, . . . , Un) :— Uo + ■ — \-Un restreint à U (côté B). 

Nous démontrons d'abord une correspondance entre « les limites classiques ». 
Pour expliquer cela, introduisons quelques notations. Pour le côté A, nous notons 
H^*^{F{wo, . . . , Wn), C) la cohomologie orbifolde de F^wq, . . . , Wn), U le cup produit 
orbifold et (•, •) la dualité de Poincaré orbifolde. Pour le côté B, nous considérons 
l'espace vectoriel il^{U)/df A r2""^(t/). Il est naturellement muni d'une filtration 
croissante, appelée filtration de Newton et notée J\f,, et d'une forme bilinéaire non 
dégénérée. Le choix d'une forme volume sur U nous permet de définir un produit sur 
cet espace vectoriel. Comme le produit et la forme bilinéaire non dégénérée respectent 
la filtration de Newton, nous avons un produit, noté U, et une forme bilinéaire non 
dégénérée, notée [g], sur le gradué de Q"- (U) / df AQ"'~^ (U) par rapport à la filtration 
de Newton. Le théorème suivant est démontré au paragraphe VII. 1. 

Théorème I.l.l (Correspondance classique). On a un isomorphisme d'algèbres 
de Frobenius graduées entre 

et 

(gif {n-{u)/df A n--\u)) , u, igj{; •)) . 

Signalons que dans un contexte algébrique et plus général, A. Borisov, L. Chen et 
G.Smith [BCS05] ont calculé l'anneau de cohomologie orbifolde pour un champ de 

Deligne-Mumford associé à une variété torique simpliciale et, dans le cas des espaces 
projectifs à poids, trouvent le même résultat, sans la forme bilinéaire non dégénérée 
cependant. 

Puis, nous énonçons une conjecture (cf. V.3.6) sur la valeur de certains invariants 
de Gromov-Witten orbifolds et nous montrons au paragraphe VII. 2 que cette con- 
jecture implique un isomorphisme entre les variétés de Frobenius provenant du côté 
A et du côté B. 

Les deux énoncés de correspondance sont démontrés, modulo la conjecture V.3.6, 
au chapitre VIL Ils utilisent les résultats des chapitres IV et V pour le côté A et les 
résultats du chapitre VI pour le côté B. 

Au paragraphe 1.3 (resp. 1.4) de l'introduction, nous reviendrons plus en détails 
sur les contenus des chapitres IV et V (resp. VI). 
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1.2. Les variétés de Frobenius 

Rappelons d'abord la définition d'une variété de Frobenius, introduite par 
Dubrovin dans [Dub96]. 

Soit M une variété complexe. Notons Om le faisceau des fonctions holomorphes 
sur M et ©m le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur M. 

DÉFINITION 1.2.1 ([Dub96] Lecture 1, voir aussi [Man99] p.l9, [Her02] p.l46, 
[Sab02] p. 240). Étant donné un champ de vecteurs (B, appelé champ d'Euler, une 
forme bilinéaire non dégénérée g, un produit ★ associatif et commutatif d'élément 
unité e sur le fihré tangent complexe TM . On dit que (M, g, e, 6) est une structure 
de Frobenius si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(1) la forme bilinéaire non dégénérée g est plate et V(e) — où V est la 
connexion sans torsion associée à g ; 

(2) pour tous champs de vecteurs C^vX) on a 

Vç(r7^C)-r7^VçC- V,(e^C)+e^V,C-[e,r7]^C = 0; 

(3) pour tous champs de vecteurs ^, r], (, on a g{^ = ''7*0/ 

(4) pour tous champs de vecteurs ^, r), on a C(^{^-kr]) — C^^^rj — ^ -kd^r] — C*V- 

(5) il existe un nombre complexe D tels qu'on a C(f{g{^,vi)) — g{C(^$^,ri) — 
g{Ç,, C(£r)) — D ■ g{$,, rj) pour tous champs de vecteurs ^,r] où C est la dérivée 
de Lie; 

Remarque L2.2. (1) D'après les conditions (1) et (5), l'endomorphisme V(£ 
de ©M est une section V-horizontale du faisceau Endoj^^(©M)- 

(2) Supposons que M soit simplement connexe. Soit {ti, . . . , tn) un système de 
coordonnées plates sur M. D'après le lemme 1.2 du cours 1 de [Dub96] (voir 
aussi le paragraphe VII.2.b de [Sab02]), il existe une fonction holomorphe, 
appelée potentiel, F : M — > C telle que pour tous i,j, k dans {1, . . . ,n}, 
nous ayons 

Le potentiel n'est déterminé qu'à l'addition près d'un polynôme de degré 2. 

Comme le produit -k est associatif, le potentiel est solution des équations 
WDVV suivantes, qu'on appelle aussi équations d'associativité. Pour tout 



g(dt,icdt,,dtj. 
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i, j, k, £ dans {1, . . . , n}, nous avons 

J2 Fijag'^'F.ke = J2 Fjkag'^'FM yi,j,k,ie{l,...,n} 

a,b a,b 

OÙ (51"*) est l'inverse de la matrice de la forme bilinéaire non dégénérée g 
dans les coordonnées {ti, . . . ,tn)- De plus, ce potentiel vérifie la condition 
d'homogénéité suivante par rapport au champ d'Euler : la fonction — 
{D + 1)F est un polynôme de degré inférieur ou égal à deux. 

(3) La condition (4) implique que [e, 6] = e. Si nous prenons ^ — C = eetr) — 
dans l'égahté (2) nous obtenons Ve€ = e. Nous avons aussi les égahtés 

Ve + (V€)* = D. id et = 

011 (•)* est l'adjoint par rapport à la métrique g. 

Pour montrer un isomorphisme entre deux variétés de Frobenius, nous utilisons 
le théorème suivant. 

Théorème 1.2.3 ([Dub96], lecture 3 ; voir aussi [Sab02], p.250). Soit ^° : C x 
— >• C une forme bilinéaire non dégénérée. Soit une matrice complexe de taille 
II X II semi-simple régulière telle que {Aq)* = Aq. Soit A^o une matrice complexe 
de taille // x // telle que A^ + Al^ — w • id avec w & 'Z. Soit e° un vecteur propre 
de pour la valeur propre q tel que (e°, Aqb", . . . , Aq^^^c") soit une base de C^. 
Le quadruplet {Aq, A^q^ g° ^e°) détermine un unique germe de variété de Frobenius 
{{M,0),'k,e,(B,g) (avec la constante D := 2q + 2 — w) tels que via l 'isomorphisme 
entre TqM et C^" on ait g° = g{Q), A^ = A^ = {q + l)id - et e° = e(0). 

Signalons que ce théorème a été généralisé par C. Hertling et Y. Manin dans 
[HM04](cf. théorème 4.5). 

Pour montrer un isomorphisme entre la variété de Frobenius provenant de 
f{wQ, . . . , Wn) et celle provenant du polynôme de Laurent /, nous allons montrer que 
leurs conditions initiales vérifient les hypothèses du théorème ci-dessus et qu'elles 
sont égales. 

1.3. Le côté A 

Nous construisons la structure de Frobenius sur l'espace vectoriel complexe 
if*j,i_,(P(u'o, . . . , ui^), C) de dimension := wq + ■ ■ ■ + Wn- La forme bilinéaire 
non dégénérée est donnée par la dualité de Poincarc pour les orbifolds, nous 
la notons (•,•)• Au paragraphe IV.3, nous définirons une base (770, • • • , ?7/i-i) de 
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l'espace vectoriel H*^^{F{wo, . . . ,Wn),C). Notons (io, ■ ■ ■ , ^//-i) les coordonnées sur 
H*j.^{¥{wo, . . . , Wn), C) dans cette base. Le champ d'Euler est donné par la formule 
suivante 

1=0 

où a{i) est la moitié du degré orbifold de rji. Le produit quantique, noté -k, est défini 
à l'aide du potentiel de Gromow-Witten orbifold, noté F*^^, par la formule suivante 

a^F^^(to,...,t^_i) 

^^^^ {du ^ dt„ du) 

Les conditions initiales de la variété de Frobenius sont les données {Aq, A^o, {■, ■),Vo) 
où := (B-k |t=o et A^o '■= id — VÊ {q = et w = n). On peut calculer facilement la 
matrice A^, mais pour calculer la matrice A^, il faut calculer le cup produit orbifold 
et certains invariants de Gromow-Witten orbifolds. 

Le chapitre III est composé de rappels sur les orbifolds complexes et commutatives 
que nous utiliserons aux chapitres IV et V. 

Au chapitre IV, nous étudions la cohomologie orbifolde de P(wo, • • • , w„) et nous 
en donnons une base naturelle. Puis, nous exprimons la dualité de Poincaré, notée 
(•, ■), et le cup produit orbifold dans cette base. En particulier, le fibré obstruction 
est calculé dans le théorème IV.5.13. 

Au chapitre V, nous étudions la cohomologie quantique orbifolde des espaces 
projectifs à poids. Nous définissons le champ d'EuIcr et nous calculons la matrice A^ 
à la proposition V.2.11. Puis, nous décrivons précisément les invariants de Gromov- 
Witten orbifolds qui nous permettent de calculer la matrice Aq. A l'aide du cup 
produit orbifold, du théorème V.3.3 et de la conjecture V.3.6, nous pouvons calculer 
la matrice Aq. 



1.4. Le côté B 

Soit U := {{uo, ...,Un)e C"+^ | JJ. uf* = 1}. Dans l'article [DS04], le polynôme 
considéré est wqUq + ■ ■ ■ + WnUn restreint k U et les poids sont premiers entre eux 
dans leur ensemble. Dans notre cas, nous ne faisons pas cette hypothèse sur les poids 
et le polynôme / est -Uq + ■ ■ ■ + Un restreint à U. Néanmoins, nous pouvons utiliser 
les mêmes techniques et nous démontrons le théorème suivant. 
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Théorème 1.4.1. // existe une structure de Frobenius canonique sur tout germe 
de déploiement universel du polynôme de Laurent restriction de f{uo, . . . , Un) — Uo + 
\-Un àU. 

Le chapitre VI est consacré à l'étude de cette structure de Frobenius associée au 
polynôme de Laurent /. Au paragraphe VLl, nous calculons les conditions initiales 
de cette structure de Frobenius. 

Au deuxième paragraphe, nous montrerons que le potentiel de la structure est 
définie par certaines conditions initiales, en fait les mêmes que celles pour le côté A, 
si la correspondance est exacte. 

Au troisième paragraphe, nous considérons l'espace vectoriel il'^{U)/df An'^~^{U) 
muni d'une filtration croissante, appelée filtration de Newton, et d'une forme 
bilinéaire non dégénérée. Le choix d'une forme volume sur U nous permet de 
définir un produit sur cet espace vectoriel. Nous montrerons que le gradué de cet 
espace vectoriel par rapport à la filtration V, est muni d'une structure d'algèbre de 
Frobenius. 
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Préliminaires combinatoires 

II. 1. Notations 

Dans la suite de ce travail, nous utiliserons les notations ci-dessous. 

Soient n et Wq, . . . , w„ des entiers strictement positifs. Posons /i = w o + • • • + Wn- 
Pour tout sous-ensemble / = {ii, . . . , i^} de {0, . . . , n), notons Wj = (wjj, . . . , w^J. 

Pour tout 7 G [0, 1[, posons 1(7) := {i G {0, . . . , n} | 7U'i G N} et notons ^(7) son 
cardinal. Posons 0(7) := {7^0} + • • • + {iWn} où {•} désigne la partie fractionnaire. 
Nous avons les relations suivantes : 

/(7) = /({!- 7}); 

(11.1.1) a(7) + a({l - 7}) = n + 1 - ^(7) ; 

(11.1.2) ^0 + + e N ^ g2..^0e2..7ie2-7oo ^ ^ ^ ^ |i _ + 

II. 2. La combinatoire des nombres a 

Considérons l'ensemble UiLoi^/'"^» \ i E {0, . . . ,Wi — 1}} 011 |J désigne la réunion 
disjointe. Soit V l'application naturelle 

n 

[_\{£/wi K G {0, . . . , - 1}} ^ Q n [0, i[ 

i=0 

d'image notée Syj. Choisissons une bijection 

n 

S : {0, . . . ,/x - 1} ^ [_\{i/wi \ie{0,...,Wi-l}} 

telle que Vos soit croissante. Pour tout 7 dans S^, posons A;™^(7) := max{i G 
{0, . . . , yU. — 1} I s{i) = 7}. Nous avons 

(11.2.1) 1 + ^--(7) = #{z G {0, . . . , - 1} I s(i) < 7}. 
Dans la suite, nous allons utiliser la notation suivante 

(11.2.2) k'^^il) := min{i G {0, ...,//- 1} | s{{) = 7}. 
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Pour tout 7 e yS^u, le cardinal de V~^(7) est S {'y). Il est clair que nous avons l'égalité 
(II.2.3) A;"^'"(7) = A;°^^"(7) - ^(7) + 1. 

Proposition II.2.4. Soit^ dans Sw Alors, on a : 

A;--(7)=n+[7Wo] + --- + [7w„] 
où [x] désigne la partie entière de x. 

Démonstration. Soit ^ e S^. Les éléments de inférieurs ou égaux à 7 sont 

J_ [7^^o] J_ [7^1] J_ bWn] 

u, , . . . , , u, , . . . , , . . . , u, , . . . , 

Ainsi, #{i e {0, . . . ,n} I s{i) < 7} = n + 1 + ELob^^^l- P^is, l'égalité (II.2.1) 
démontre la proposition. □ 

Corollaire II.2.5. Soit 7 > dans S^. On a l'égalité 

hr^{-i) + - 7}) = n + /X + 5(7) - 1. 

DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE II.2.5. Si 7 > alors nous avons {1 - 7} = 
1 — 7. La proposition n.2.4 implique que k^^{{l — 7}) = k{l — 7) = n + + 
X]"=o[~7'"^î]- Comme on a 



bwi] + [-7Wi] 



si i e 7(7) ; 
-1 sinon, 



nous en déduisons que A;™^''(7) + k^^^{{l — 7}) = 2n + — ^I{jY où I{^Y est le 
complémentaire de 1(7) dans {0, . . . , n}. □ 

Considérons, comme dans l'article [DS04], les nombres rationnels suivants : 

(T{i) — i — iis{i) pour i e {0, ...,// — 1}. 

Proposition n.2.6. Soient 7 dans S^^ et d e {0, . . . , ^(7) - 1}. On a les égalités 

a{k'^^{'y) -d)=n-{d + 0(7)) et - 7}) - d) = ^(7) - 1 - d + 0(7). 

Remarque n.2.7. La proposition précédente et la formule (ILl.l) impliquent 
l'équivalence suivante : 

-d)+ (7(A;'"^({1 -^})-d')^n^d + d' ^ 5(7) - L 
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DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION II. 2. 6 . Par définition, nous avons 

(7(A;"^^^(7) -d) = A';°'^^(7) - d - ^7^^. 

Puis, la proposition II. 2. 4 nous donne la première égalité. 

Pour la seconde égalité, il suffit d'appliquer la première partie de la proposition 
et d'utiliser la formule (II. 1.1). □ 



CHAPITRE III 



Orbifolds complexes et commutatives 

Dans ce chapitre, nous rappelons des définitions et des propriétés générales sur 
les orbifolds complexes et commutatives (c'est-à-dire que tous les groupes considérés 
seront commutatifs) . 

III. 1. Les cartes, atlas et applications orbifolds 

La notion d'orbifold (ou de ^-variété) a été introduite par Satake dans l'article 
[Sat56]. Nous allons utiliser les notations de Chen et Ruan dans leurs articles [CR02] 
et [CR04]. Dans ce paragraphe, nous allons définir les objets que nous utiliserons par 
la suite et nous ne donnerons pas les énoncés les plus généraux. Pour plus de détails, 
les lecteurs pourront consulter l'article original de Satake [Sat57] ou les articles plus 
récents de Chen et Ruan [CR04] et [CR02] voire celui de Fukaya et Ono [F099]. 

Dans cette section, nous allons d'abord définir les cartes orbifoldes puis les atlas 
orbifolds et enfin les apphcations entre orbifolds. 

III. 1. a. Les cartes orbifoldes. Soit U un espace topologique connexe. Une 
carte de U est un triplet (f/. G, tt) oii U est un ouvert connexe de C", G est un groupe 
fini qui agit de manière holomorphe sur U et tt une application de U sur U telle que 
TT induise un homéomorphisme entre U/G et U. Dans les exemples que nous allons 
considérer par la suite, les groupes seront commutatifs. Ainsi, pour simplifier, nous 
supposons dorénavant que tous les groupes sont commutatifs. Quand nous n'aurons 
pas besoin de préciser le groupe ou la projection, nous noterons simplement U pour 
une carte de U. 

Deux cartes {Ui,Gi,tti) et {U2,G2,tt2) d'un même ouvert U sont isomorphes s'il 
existe un biholomorphisme </? : C/i — > C/2 et un isomorphisme de groupes k : Gi — > G2 
tels que ip soit K-équivariant et 7r20</7 = tti. Si (</?, k) est un automorphisme d'une carte 
{U, G, tt) alors il existe (7 G G tel que (p{x) — g ■ x et k = id. Un tel automorphisme 
est noté ((/9g, id). L'élément g est unique si le groupe G agit de manière effective sur 
U. Notons Ker(G) le sous-groupc de G qui agit trivialement sur U. Remarquons que 
ifg = ifg' si et seulement si gg'~^ est dans Ker(G). 

15 
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Soit U un ouvert connexe de U'. Soit {Û',G',tt') une carte de U'. Une carte 
([/, G, tt) de U est induite par ([/', G",7r') s'il existe un monomorphisme de groupes 
K : G — > G" et un plongement ouvert K-équivariant a de U dans U' tels que k induise 

un isomorphisme entre Ker(G) et Ker(G') et n' = aon. Satake appelle un tel couple 
{a, k) : {U, G, 7i) ^ {U' , G', ir') une injection de cartes. Quand nous n'aurons pas 
besoin d'expliciter k, nous noterons simplement une injection par a : U ^ U' . 

Lemme III. 1.1. Soient (a;i,/ti) et {a2,K2) deux injections de {U,G,tt) dans 
{U', G', tt'). Alors il existe g' G G' tel que ai — (pg' o «2. 

Remarque III. 1.2. (1) Si G' agit effectivement c'est-à-dire Ker(G') = {id} 
alors nous avons l'unicité de g' dans le lemme ci-dessus. 

(2) Le lemme ci-dessus implique que Ki — K2- 

DÉMONSTRATION DU LEMME III. 1.1. Pour tout X dans U, nous avons 
tt' o ai{x) = tt' o a2{x). Il existe donc g' G G' tel que ai{x) — g' ■ a2{x). Nous en 
déduisons que 

Û ^ [J {x eÙ \ ai{x) = g' ■ «2(5^)}- 
g'eG' 

Ainsi, U est une réunion finie d'ensembles fermés. Il existe g' G G' tel que l'ensemble 
Egi :— {x & U \ ai{x) — g' ■ ck2{x)} ne soit pas d'intérieur vide. En particulier, les 
applications holomorphes «i et (pgioa2 coïncident sur un ouvert inclus dans Eg/ C U. 
D'après le théorème du prolongement analytique, nous en déduisons que «i = ipgioa2 
sur U car U est connexe. □ 

Le lemme suivant est dû à Chen et Ruan (cf. lemme 4.1.1 dans l'article [CR02]). 

Lemme III. 1.3. Soit {U',G',n') une carte de U'. Si U est un ouvert connexe de 
U' , alors il existe une carte de U , unique à isomorphisme près, qui s'injecte dans 
{U',G',7r'). 

Démonstration. Existence : Soit U une composante connexe de tt'~^{U'). Soit 
G le sous-groupe de G' formé des éléments qui laissent stable U. Soit tt la restriction 
de tt' à U. Nous avons ainsi construit une carte (C/, G, tt) de U. 

Unicité : 

- Nous allons d'abord montrer que deux composantes connexes différentes de 
7r'~^(?7') donnent deux cartes isomorphes. Soient Ui et U2 deux composantes 
connexes de 7r'~^(t/'). Nous en déduisons deux cartes {Ui, Gi, tti) et {U2, G2, 7T2)- 
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Pour tout g E G, l'application de 9?g|,r'-i([/') : n'~^{U') — > 7r'~^{U') qui à x 
associe gx est un homéomorphisme. Ainsi, il existe G G tel que (fg{Ui) — 1/2- 
Finalement {(pg, id) est un isomorphisme entre (C/i, Ci, tti) et (C/2, (^2, 7r2). 
- Soit (C/i, Cl, TTi) une carte de U qui s'injecte dans ([/', G", tt'). Par définition, il 
existe un couple (a, k) tel que : 

(i) K soit un monomorphisme de groupes de Gi dans G' tel que Ker(Gi) — 
Ker(G") ; 

(ii) a soit un plongement K-équivariant de Ui dans U'. 

Comme Ui est connexe, a{Ui) est contenu dans une composante connexe de 
7r'~^{U). Notons U2 cette composante connexe. Soit {U2,G2,n'\îf^) la carte de 
U construite dans la partie existence. Nous avons le diagramme commutatif 
suivant : 

Gi G' D G2 
Ux^ > U2 C U' 




U gU' 



Nous allons montrer que a{Ui) = U2 par un argument de connexité. Par construction, 
nous avons a{Ui) ouvert dans C/2. Il reste à montrer que a{Ui) est fermé dans U2- 
Soit {xn)neN uuc suitc dans Ui telle que a{xn) converge vers y G C/2- H suffit de 
montrer que y G a{Ui). La suite 7ri(x„) = 7r'(Q;(5;n)) converge vers 7r'(y) G U'. Ainsi, 
il existe X G TTf ^(7r'(y)) et il existe une suite {x'^)neN dans Ui telle que 

(i) 7ri(x;j = Tïi{xn) ; 

(ii) (x'j^)nm converge vers x. 

Comme Xn et x'^^ sont dans la même orbite, il existe gn G Gi tel que gnx'n = Xn pour 
tout n. Comme Gi est un groupe fini, quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons 
supposer que gn — g. Puis, nous avons a{xn) — Oi{gx'^ — K{g)a{x'^. En passant 
à la limite nous obtenons l'égalité y — K{g)a{x) G a.{Ui) C C/2, ce qui prouve que 
C/2 = «i(C/i). 

Il reste à montrer que k{Gi) = 6*2- Comme k{Gi) stabilise a{Ui) = C/2, nous en 
déduisons que C G'2. Inversement, soit g2 G 6*2- Pour tout x G Ui, il existe 

gi G Gi tel que g2C({x) = a{gix) = K{gi)a{x). Nous en déduisons que Ui est la 
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réunion sur Gi x G2 des ensembles fermés 

{x eUi\ g2a{x) = K{gi)a(x)}. 

Le même raisonnement que dans la démonstration du lemme 111. 1.1 implique que 
g20i = K(gi)a. En d'autres termes, g2^K(gi) appartient à Ker(G2) = Ker(G') ~ 
Ker(Gi). Nous obtenons que g2 est dans k,{Gi). □ 

Corollaire 111.1.4. Soient {U,Gu,ttu),{V,Gv,7^v),{W,Gw,7^w) trois cartes 
de respectivement U, V, W telles qu'il existe deux injections U W et V W. Si 
U est inclus dans V alors il existe une injection U ^ V. 

DÉMONSTRATION. Comme U C V, d'après le lemme III. 1.3 il existe une carte 
Uv de U qui s'injecte dans V. Par hypothèse, nous avons deux cartes U et Uy de U 
qui s'injectent dans W. Ainsi, le lemme 111.1.3 montre que ces deux cartes U et Uy 
sont isomorphes. Nous en déduisons le corollaire. □ 

III. l.b. Les atlas orbifolds. Soit |X| un espace topologique. D'après l'article 
[MP97], un atlas orbifold ^(|X|) de |X| est la donnée d'un recouvrement de \X\ 
par des ouverts connexes {Ui)i^i tels que 

(111. 1.5) chaque ouvert C/j de ce recouvrement ait une carte (C/j, Gj, TTj) ; 

(111. 1.6) pour tout X e C/j n C/j, il existe un ouvert C/fe C C/j fl Uj contenant x et deux 
injections Uk ^ Ui et Uk ^ Uj. 

D'après le lemme III. 1.3, nous pouvons toujours affiner l'atlas orbifold c'est-à- 
dire rajouter toutes les cartes induites. Deux atlas orbifolds sont dits équivalents s'il 
existe un troisième atlas orbifold plus fin que chacun d'eux. 

Définition III. 1.7. Une orbifold est un espace topologique séparé, muni d'une 
classe d'équivalence d'atlas orbifold. Pour alléger les notations, nous notons simple- 
ment X pour l'orbifold {\X\, [A{\X\)]). 

Nous dirons qu'une orbifold est compacte, connexe, ... si son espace topologique 
l'est. 

Lemme 111.1.8. Soit X une orbifold. Soient x dans \X\ et {U^G^-n) une carte 
d'un voisinage U de x. Soit x un relevé de x dans U. Le groupe {g G G\g ■ x = x} 
ne dépend que de x. 

Ce groupe est appelé groupe d'isotropie au point x et nous le notons Gx- 
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DÉMONSTRATION DU LEMME III. 1.8. Notons G~ le sous-groupe de G défini par 

{g G G\g ■ X = x}. 

Montrons que G~ = G^~ pour tout g dans G. Soit h dans G~. Comme G est com- 
mutatif, nous avons h{gx) — gx c'est-à-dire h G G^~. L'autre inclusion est directe. 
Notons := . 

Montrons que s'il existe une injection {a, k) : {V, Gy, Hy) {U, Gjj, nfj) alors 
nous avons G^ = G^ . D'après le lemme III. 1.3, nous pouvons supposer que V est 
une composante connexe de TT^\V), Gy est le sous-groupe de Gfj qui agit sur V et 

TTy = Tifjly. l\ est clair que G^ C G^. Inversement, soit g G G^. Soit x un relevé de x 
dans V. Il suffit de montrer que g G Gy. L'application y?c,|^ri(^) : 7r~^(?7) ^^"^(^) 
qui à y associe gy est un homéomorphisme donc elle envoie les composantes connexes 
sur les composantes connexes. Or nous avons gx — x, donc fg{V) = V, c'est-à-dire 

g&Gy. 

Soit X dans C/inC/2. Comme X est une orbifold, il existe une carte {V, Gy, TTy) d'un 
ouvert V C Uir\U2 contenant x et il existe deux injections (V, Gy, Tiy) ^ {Ui, Gi, tti) 
et {V, Gy, TTy) ^ {112, G2, TTa). Nous en déduisons que = G^^ ^ □ 

Remarque III. 1.9. Soit X une orbifold. Soit x un point de X. D'après le lemme 
III. 1.3, quitte à prendre un ouvert U^, contenant x, assez petit, il existe une carte 

{ÎJ^,G^,n^) de U^. 

Lemme III. 1.10. Soit X une orbifold connexe. Le groupe Ker(G-r) ne dépend pas 

du point X dans \X\. 

Notons Ker(X) ce groupe qui agit globalement trivialement. 

DÉMONSTRATION DU LEMME III. 1.10. Soit {U,G,n) une cartc de U. D'après 
le lemme III. 1.3 et la définition d'une injection, pour tous x,y dans U, nous avons 
KeT{Gx) = Kcr(G,y) = Kcr(G). Ceci montre que l'ensemble {p G \X\ \ Ker(Gp) ~ 
Ker(G)} est ouvert et ferme dans □ 

Une orbifold est dite réduite si Ker(X) est réduit à l'identité. A toute carte 
{U, G, tt) de U d'un atlas ^(|X|), nous lui associons la carte réduite 

{Û, G/Ker(X),7rred) 

de U où TTrcd '. u u induit un homéomorphisme entre U /(G/Ker(X)) ^ f//G et 
U . Ainsi, à l'atlas ^(|X|), nous lui associons un unique atlas réduit. Nous obtenons 
alors une orbifold réduite noté X^ed- 
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La partie régulière de X, notée Xj-^g, est {x & \X\ \ — Ker(X)}. Remar- 
quons que Xj-eg est une variété complexe munie d'une action triviale du groupe 
Ker(X). Cette définition est différente de celle de Clien et Ruan (cf. définition 4.1.2 
de [CR02]) où ils définissent Xr^g := {x G |X| | = {id}}. 

Exemple III.l.ll. (1) Une variété complexe X est une orbifold oii nous 
avons Ker(X) = {id}, — {id} pour tout x E X et X^eg — X^eg — X. 

(2) Soit G un groupe commutatif fini qui agit trivialement sur une variété com- 
plexe Y. Le quotient X := Y/ G est naturellement mimie d'une structure 
orbifolde. Nous avons Ker(X) — G, G^ — G pour tout x & X, Xj-^g — Y 
mais X = {0}. 

(3) Notons D le disque unité ouvert de C. Soit tt : D D l'application qui 
à z associe z"- oh. D = D. Le triplet (D,^„,7r), oii C ' C-^ pour tout 
(C, z) E fÂ^ X D, est une carte de D. L'ensemble formé de la seule carte 
{D,ix^,Tï) est un atlas orbifold. Nous avons 

- Gz — {id} sauf pour z — Q ovl Gq — 

- Aeg = Aeg ^D- {0}. 

(4) Soit P-*^ la droite projective complexe. Soient Uq :— {[x,y] \ x ^ 0} et 
C/i := {[x,y] I y ^ 0}. Soit (C/q, M^^o' ^o) jresp. (C7i, /u^^, tti)) la carte de 
t/o (resp. U\) définie par [/q = C (resp. U\ = C, • z — C,z pour tout 
(C, z) e \x^^ X (resp. C ■ t ^ (t pour tout (C, t) E x Û) et 7ro(^) = z'"^ 
(resp. 7ii(t) = t""^). Soit U un ouvert connexe de Une carte ([/, G^,7r^) 
de U est dite admissible s'il existe i G (0, 1} tel que 

- U est une composante connexe de JCj^^^U) ; 

- Gfj est le sous-groupe de fj,^. qui agit sur U, c'est-à-dire que Gfj : = 

{g e flu,, Igùcû}; 

- TTfj := TTi 

Proposition 111.1.12. L'ensemble des cartes admissibles est un atlas 
orbifold. Notons P^^^ l 'orbifold ainsi construite. 

DÉMONSTRATION. Le point (III. 1.5) est évident. Nous allons montrer le 
point (III. 1.6). Soit xeVHW. 

Supposons que et soient dans Uq. Soit V Pi une composante 
connexe de tTq ^(yplM^) qui contient un relevé de x. Soit le sous-groupe 

de fi^^^ qui agit sur V fl W. Ainsi, le triplet {V fl W, Gr~;, t^^tt^) est une 
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carte de y fl VF où T^y^ = t^o \y^- ^ 6st clair qu'il existe qq^ gi G /u^^ tels 
que : Vfïw ^ V et ifg, : VfVW ^ W. 

Supposons que V G Uq et W G Ui. Comme les applications tt, Iî/._{o} 
sont des revêtements, il existe un disque ouvert D{x, e) tel que pour i e 
{0,1}, Tr-^{D{x,e)) soit la réunion disjointe de Wi disques. Tous ces dis- 
ques sont biholomorphes à D{x,e). Soient Dv (resp. Dw) une composante 
connexe de 71q^(D(x,£)) fl V (resp. n^'^{D{x,£)) fl W). Ainsi, les triplets 
(Di/,id, TTo 1^^) et {Dw,id,TTi sont des cartes de D{x,e) et elles sont 
isomorphes. De plus, elles s'injectent dans respectivement V et W. □ 

Cet exemple est important car les cartes induites sur Uq H Ui par 
celles de Uq et Ui ne sont pas isomorphes : elles sont respectivement 
[Ûq - {0},/i,^,,,7ro \ù„-{o}) et (Ùi - {0},ti^^,7ri \ù,-{o})- Ainsi, pour vérifier 
la condition (III. 1.6) de la définition d'un atlas orbifold, il faut prendre des 
ouverts assez petits, ce qui complique les démonstrations. 

III. l.c. Les applications entre orbifolds. Soient {U, G, tt) et {U', G', n') deux 
cartes de respectivement U et U'. Soit / une application continue de U dans U'. Un 
relèvement holomorphe (resp. C°°) de / est une application f : U ^ U' holomorphe 
(resp. C°°) telle que 

(1) n' of = f ott; 

(2) pour tout g dans G, il existe g' dans G' tel que pour tout x dans U on ait 
g' -fix) = J{g-x). 

Lemme III. 1.13. Soient {U,G,7r) et {U',G',7r') deux cartes de respectivement U 
et U' . Soit f un relèvement d'une application continue f : U — > C/'. Supposons que 
l'action de G' soit effective. Alors il existe un morphisme de groupe k : G ^ G' tel 
que f soit n-équivariante. 

DÉMONSTRATION. Comme l'action de G' est effective, pour tout g & G i\ ex- 
iste un unique g' G G' tel que g'f{x) — f{gx). Posons K{g) :— g'. Ceci définit un 
morphisme de groupes k : G ^ G'. □ 

Deux relèvements fi et /2 sont isomorphes s'il existe deux isomorphismes de 
cartes {ip, n) et ((/?', k') tels que v^' o /i = /2 o (p. 

Soit f : Ù ^ Ù' un relèvement de f : U ^ U'. Soient V C U et V G U' deux 
ouverts connexes tels que f\v-V^V'. Un relèvement h : — >• V"' de /|y est induit 
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par le relèvement / si pour toute injection {a, k) : (V, Gy, tïv) {U, G, tt) il existe 
une injection (a', k,') : {V', Gy, 'ïïv') {U' -, G", tt') telle que h — {ot')"^ o f o a. 

Lemme III. 1.14. Sozt J : Ù ^ U' un relèvement de f : U ^ U' . Soient V C U 
et V C U' tel que f\v '■ V — > V. Alors il existe un unique, à isomorphisme près, 
relèvement de f\v induit par f. 

DÉMONSTRATION. Existence : Soient ([/, G, tt) une carte de U et ([/', G', tt') une 
carte de U' . Soient V <ZU eiV <ZU' tels que f\v '-V . Soit V une composante 
connexe de n'^iV). Ainsi, l'ensemble fiV) est contenu dans une unique composante 
connexe, notée V , de Tï'~^{y'). Montrons que l'application f\y : V ^ V est un 
relèvement induit de /. Soit («,«;) : {V ,Gv,t^v) ^ {U,G,n) une injection. D'après 
le lemme III. 1.1, il existe g & G tel que a{x) = g ■ x et d'après la définition d'un 
relèvement, il existe g' G G' tel que f{g-x) = g' ■ f\y(x). 

Unicité : D'après le lemme III. 1.3, nous pouvons supposer que /i et /2 sont deux 
relèvements entre les mêmes cartes. Ainsi, nous avons /|y o tt = tt' o /j^ = ti' o f^. 
Pour tout X dans V il existe g' G G' tel que fi{x) — g' ■ f2{x). Nous en déduisons que 
V est la réunion sur les éléments g' de G' des ensembles fermés 

{xeV\Mx)^g'-Mx)}. 

Le même raisonnement que dans la démonstration du lemme III. 1.1 montre que 
h^g'- h sur V. □ 

DÉFINITION III. 1.15. Soient X et Y deux orbifolds. Une application holomorphe 
orbifolde entre X et Y est une application continue \ f\ : \X\ — > |F| telle que, pour 
tout point X de \X\ il existe une carte (C/j,, G^,, tt^,) d'un ouvert qui contient x et 
une carte (t^|/|(a;)) G|/|(a;), tti/Kj,)) d'un ouvert C^|/|(a;) çui contient \ f\{x), satisfaisant 
aux propriétés suivantes : 

(1) \f\{Ux) est inclus dans C^|/|(a;) / 

(2) il existe un relèvement fx'Ux^ ^l/IW f\uj 

(3) si y e T^xiUx) alors fx et fy induisent des relèvements isomorphes sur un 
voisinage de y. 

Deux applications orbifoldes /i,/2 : X — > F sont isomorphes si |/i| = I/2I et 
si pour tout X dans \X\, fi^x et f2,x induisent des relèvements isomorphes sur un 

voisinage de x. 

Une application orbifolde f : X ^ Y est un plongement orbifold si les relève- 
ments fx sont des immersions et l'application continue sous-jacente |/| : \X\ —>■ \Y\ 
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est un homéomorphisme sur son image. Une sous-orbifold de Y est l'image d'un 
plongement orbifold. 

Exemple III. 1.16. Soit agissant sur C x C de la façon suivante g{x,y) = 
{gx,y). Le quotient y := C x C//Lt2 est une orbifolde. Nous avons G{o,j/) — M2 ^t 
G{x,y) — {id} si X 0. Le lieu singulier du quotient est ({0} x C)//U2. 

Soit l'orbifold Xi := C/ oii agit trivialement sur C. L'application C — CxC 
qui à y associe {0,y) induit un plongement orbifold Xi — > Y. Ainsi, ({0} x C)/^2 
est une sous-orbifold de Y. Nous pouvons voir Xi comme le lieu singulier de Y que 
nous avons « sorti » de \Y\. 

Soit l'orbifold X2 :— C//U2 011 fj,2 agit sur C par multiplication. L'application 
C — > C X C qui à x associe {x, 0) induit un plongement orbifold X2 — > Y. Ainsi, 
(C X {0}) / /Lt2 est une sous-orbifold de Y. 

Nous définissons le faisceau des fonctions holomorphes sur |X|. Notons Cxreg 
faisceau des fonctions holomorphes sur la variété complexe Xreg- Notons j : Xj-^g ^ X 
l'inclusion naturelle. Nous allons définir le faisceau d'anneaux commutatifs et uni- 
taires 0\x\ comme le sous-faisceau de j^Ox^^^ formé des fonctions localement bornées. 
Ainsi, 0\x\) est un espace annelé. Remarquons que la donnée de l'espace annelé 
(|X|,(9|x|) est plus faible que la donnée d'une structure orbifolde sur |X|. Sur un 
espace annelé (|X|,0|x|) nous « oublions » les actions de groupes. La proposition 
suivante explique cette perte. 

Exemple III.l. 17. Il est clair que l'espace annelé (|IP'i,o,«,J) C'ipi^jj ^j) est isomor- 
phe à l'espace annelé (IP-*^!, 

Proposition III. 1.18. Soit X une orbifold. Soit U un ouvert de X. Soit f dans 
0\x\{U). Pour tout X dans U — U (iXj-eg, il existe une carte {Ux,Gx,t^x) d'un ouvert 
Ux contenant x et fi E (TTx^Ofj^)^'' {Ux) tel que /i = / o tTx- 

DÉMONSTRATION. Posons /i := / o TT^ L-i(c/,nx,eg)- ^xKUx H X^eg) ^ C. La 
fonction /i est holomorphe sur l'ouvert dense 7r~^{Ux H X^cg) C Ux et elle est Gx- 
invariante. Comme / est localement bornée, fi est localement bornée sur Ux. Ainsi, 
la fonction fi se prolonge en une fonction holomorphe Ga;-invariante sur Ux. □ 

Pour finir ce paragraphe, nous allons définir le faisceau, noté C^^, des fonctions 
C°° sur une orbifold complexe X.^ Le faisceau est le sous-faisceau de j*Cx^^^ 

^Ce faisceau est l'analogue pour les orbifolds du faisceau des fonctions C°° sur une variété 
complexe. 
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défini par 

{/ e jXx.AU) I G f/sing, 3 {Û^, G^,p^) une carte 
de et /i e [TT:,X~ ) {Ua^) telles que /i — f o TTx sur Ux,Teg 

Soit W (f^a)aeA un recouvrement ouvert de Une partition de l'unité sur 
l'orhifold X subordonnée au recouvrement U est une famille (pa)aeA de fonctions C°° 
telle que 

(1) pour tout a & A et pour tout a: G Pa{x) G [0, 1] ; 

(2) pour tout et G A, les supports de Pa sont inclus dans ; 

(3) la famille des supports des fonctions pa est un recouvrement localement fini ; 

(4) pour tout X G |X|, nous avons X^^g^i Po(a^) = 1- 

Proposition III. 1.19 (cf. lemme 4.2.1 dans [CR02]). Soit \X\ un espace 
topologique paracompact. Soit ^(|X|) un atlas orbifold de \X\. Soit {Ua)aeA le 
recouvrement de \X\ associé à cet atlas. Il existe une partition de l'unité subordonnée 
au recouvrement {Ua)aeA- 

Démonstration. Comme |X| est paracompact, il existe un raffinement (Vi)ig/ 
localement fini du recouvrement {Ua)a£A- Chaque Vi admet une carte (V^,Gi,7rj). 

Montrons qu'il existe une famille de fonctions C°° fi : Vi C Gj-invariantes et 
positives telle que les fonctions induites fi sur Vi soient à support dans Vi et que la 
réunion des supports des fonctions fi recouvre \X\. Il existe un recouvrement Bi de 
\X\ tel que C Vi. Il existe une famille {hi)i^i de fonctions continues telle que 

-K>{)- _ 

- hi = 1 sur Bi ; 

- le support de hi est inclus dans Vi. 

Nous relevons les fonctions hi en des fonctions continues hi Gj-invariantes sur Vi. 
Remarquons que hi = 1 sur n^^{B,i). Nous lissons ses fonctions et nous obtenons des 
fonctions C°°, notées telles que = 1 sur 7r~^(Sj). Puis, nous posons 

Pour tout i G /, la fonction fi est positive, Gj-invariante, et son support contient 
n~^{Bi). Notons fi la fonction induite par fi sur Vi. Le support de fi contient Bi et 
donc l'ensemble des supports des fonctions fi recouvre \X\. 
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Puis, nous prolongeons les fonctions fi par en dehors de C/j. Nous en déduisons 
que / := X^i/j fonction strictement positive sur \X\. La famille des fonc- 

tions Pi := fi/ f est une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (V^)^^/. 
Comme le recouvrement (Vi)jg/ est un raffinement du recouvrement (t/o)«eA5 nous 
en déduisons une partition de l'unité subordonnée au recouvrement {Ua)aeA- D 

III. 2. Les fibres vectoriels complexes orbifolds 

Dans ce paragraphe, nous allons d'abord définir les fibrés vectoriels complexes 
orbifolds triviaux et définir leurs faisceaux des sections. Puis, nous donnerons la 
définition générale des fibrés vectoriels complexes orbifolds et de leur faisceau des 
sections. 

III. 2. a. Les fibrés vectoriels complexes orbifolds triviaux. Soit {U,G,7r) 
une carte de U. Soient E une orbifold et pr : E ^ U une application orbifolde 
surjective. L'application pr : E ^ U est un fibré vectoriel complexe orbifold trivial 
de rang r sur U si 

(111.2.1) Ker(£;) = Ker{U) ; 

(111.2.2) {U X C, G, tte) est une carte de E ; 

(111.2.3) l'application pr se relève en la projection pr : [/ x — > C/ c'est-à-dire 
TT o pr = pr ottê ; 

(111.2.4) l'action de G sur U x est donnée par g{x,w) — {gx, p{x,g)w) où l'appli- 
cation p -.U X G — > GLr{C) est holomorphe telle que 

p{x, gh) = p{hx, g) o p{x, h). 
La condition (111.2.1) implique que 

- p{x, g) = id pour tout x E U et pour tout g G Kcr([/) ; 

- l'application prl^;^.^^ : -Ereg t^eg est un fibré vectoriel complexe trivial sur la 
variété complexe Xj-eg ; 

- l'application pr 1^;^^^: Ej-^d — C^red est un fibré vectoriel orbifold trivial. 

La fibre E^ :— pr'"^(x) est isomorphe à C^/G^ où l'action de G^ sur est donnée 
par l'application p{x,-). La fibre E^ contient l'espace vectoriel E^'' :— {7rE{x,v) | 
V^f G G^,g{x,v) = {x,v)}. 

Une section holomorphe d'un fibré orbifold trivial pr : E U est une application 
orbifolde s : U ^ E qui se relève en une application holomorphe (id, s) : U ^ U x 
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C G-équivariante. En d'autres termes, une section est la donnée d'une application 
holomorphe s : U — > C telle que 

s{gx) = p{x,g)s{x). 

Ainsi, l'ensemble des sections holomorphes est un faisceau de C|;7|-modules. Nous le 
notons E\u\- Nous définissons l'action de G sur l'ensemble des applications holomor- 
phes s : [/ — > C par la formule 

(III.2.5) g ■ s(x) = p{g'^x, g)s{g'^x). 

Une application holomorphe 's : U ^ C G-invariante induit par passage au quotient 
une section holomorphe s : U ^ E. Le faisceau S\u\ des sections holomorphes du 
fibre pi : E U est isomorphe au faisceau (tt^O^^)'^. 

En remplaçant le mot holomorphe par C°° au paragraphe précédent, nous 
définissons le faisceau des sections C°° d'un fibré orbifold pr : £■ — > U.^ Ce faisceau, 

noté £p^, est un faisceau de Cj^^i-module. Il est isomorphe au faisceau (^nX-'^^ ■ 

Soit s : U ^ E une section holomorphe ou C°° du fibré pr : £^ — > [/. Nous en 
déduisons que 

- si s{x) est non nul alors 'six) est un vecteur propre de la matrice g) pour 
la valeur propre 1 pour tout g E Gx', 

- pour tout X dans U, s{x) appartient à l'espace vectoriel E^"^. 
Contrairement au cas des variétés, le faisceau des sections d'un fibré vectoriel orbifold 
ne permet de reconstruire le fibré vectoriel orbifold car nous perdons l'action du 
groupe G sur le fibré. 

Exemple III. 2. 6. Nous reprenons les notations de l'exemple 111.1.11.(3). Consi- 
dérons le fibré orbifold trivial défini par le diagramme commutatif 

DxC > {D X C)//u„ 



pr 



pr 



D >D 

où ( ■ {z,v) := {(z,(v)- Soit s une section de ce fibré. Ainsi, nous avons 

s(Cx) = Cs{x). 

Ceci implique que «(O) = 0. 

^Cc faisceau est l'analogue du faisceau des sections C°° pour un fibré holomorphe sur une 
variété complexe. 
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Remarque III.2.7. Au paragraphe 4.1 de l'article [CR02], un fibré vectoriel 
orbifold trivial vérifie les conditions (III. 2. 2), (III. 2. 3) et (III. 2. 4). Un fibré vectoriel 
qui vérifie aussi (III. 2.1) est appelé un bon fibré (cf. paragraphe 4.3 de [CR02]). 
Nous avons l'équivalence suivante : 

£■—>[/ est un bon fibré orbifold trivial 
Ej-ed — > Ured est un fibré orbifold trivial. 

Modifions légèrement l'exemple du fibré vectoriel 111.2.6 de la façon suivante : l'action 
de sur D est trivial et l'action de /i„ sur D x C est donnée par ( ■ {z, v) := {z, (v). 
Pour ce fibré, nous avons Ker(£') = {id} et Ker(i)) = /Lt„. Soit s une section de ce 
fibré alors nous avons 

s{x) = s{(x) = Cs{x). 

Ceci implique que la seule section possible d'un tel fibré est la section nulle. C'est 
pour cette raison que nous ne considérons que les bons fibrés orbifolds. 

Soient (f/i, Gi, tti) et (f/2, G2, '^2) deux cartes de U. Deux fibrés vectoriels orbifolds 
triviaux pr^ : Ei ^ U et prg : E2 ^ U sont isomorphes s'il existe un isomorphisme 
de cartes {(P,k) : (f/i,Gi,7ri) ^ (C/2, (^2, 772) et s'il existe une application 5 : C/i — > 
GLr{C) telle que l'appfication 

(111.2.8) C/i X C — > C/2 X 

{x,w) I — > {ip(x),ô{x)w) 

soit K-équivariante. 

Soient pr^^ : Ei ^ U et pr2 : E2 ^ U deux fibres orbifolds triviaux. Soient 
{U,G,7r) une carte de U et {U x C^jG, ttei) (resp. {U x C^'^,G,ttei)) une carte de 
El (resp. E2). Un morphisme entre deux fibrés orbifolds triviaux est une application 
orbifolde (p : Ei ^ E2 qui commute avec les projections pr^ et pr2 telle qu'il existe 
un relèvement hnéaire (id, (p) : U x — > [/ x G-équivariant c'est-à-dire que 
nous avons 

(111.2.9) ^igx)p^' (x, g) = p^' {x, g)lp{x) V (x, ^) G t/ x G. 

Soit ([/, G, tt) une carte de U . Soit : E ^ U un fibré vectoriel orbifold trivial. 
Soit V un ouvert connexe de U. Soit (a, /t) : {V ^Gy^TTy) ^ {U^G^tt) une injection. 
Soit pry : F — > V un fibré vectoriel orbifold trivial. Le fibré pr^ : F ^ V s'injecte 
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dans le fibré pr : — > [/ s'il existe une application holomorphe : V ^ GLr{C) 
telle que l'application 

y X C — >ÛxC'' 
{x,w) I — > {a{x),ilj^{x)w) 
soit une injection de cartes. En particulier, nous avons 

^aidx) o py{x, g) = Pîj{a{x), K{g)) o V'„(x). 

Lemme III. 2. 10. Soit {U, G, tt) une carte de U. Soit pr : E ^ U un fibré vectoriel 

orbifold trivial. Soit V un ouvert connexe de U. Il existe un unique, à isomorphisme 
de fibres près, fibré vectoriel orbifold F ^ V qui s'injecte dans pr : E ^ U. 

DÉMONSTRATION. Existence : Soit V une composante connexe de 7r~^[V). No- 
tons Gy le sous-groupe de G qui stabilise V. Ainsi, \/ x C C f/ x C est une 
composante connexe de 7r^^pr^^(y). Le groupe Gy agit sur V x C. Finalement, 
(y X C^,Gy,7iE\yy.,^r) est une carte de pT~^{V) et pr|pr-i(y) : pï~^{V) —>■ V est un 
fibré trivial qui s'injecte dans pi : E ^ U. 

Unicité : Soit F — > F un fibré trivial qui s'injecte dans pr : — > [/. 
Soit {VF,Gy^,TTy^) une carte de V. Soit (ap^K,) : (Vf, G^^, tt^^) ^ {ÎJ,G,'k) 
une injection. D'après le lemme III. 1.3, il existe un isomorphisme de cartes 
{(f,K') : {VF,Gy^,7ry^) {V,Gy,7iy) C {Ù , G , %) . Alors, l'application 

Vf X — > V X qui à {x,w) associe {(fi{x),il)^^{x)w) est un isomorphisme 
de fibrés triviaux. □ 

III. 2. b. Le cas général : les fibrés vectoriels complexes orbifolds. 

DÉFINITION III. 2.11. Une application pr : E ^ X surjective entre deux orbifolds 
est un fibre vectoriel complexe orbifold de rang r si pour tout x dans X , il existe 
une carte {Ux,Gx,Tix) d'un ouvert Ux contenant x telle que 

(1) l'application pr |pi.-i(f/^) : pr~^(C/j;) est un fibré vectoriel complexe 
orbifold trivial de rang r ; 

(2) pour toute injection (a, k) : {Uy.Gy.Tiy) ^ {Ux,Gx,tTx)) le fibré orbifold 
trivial pr^^{Uy) Uy s'injecte dans pr^^{Ux) — >■ U^- 

Soit pr : ^ X un fibré vectoriel orbifold de rang r. Une carte {U, G, n) de 
U C X est dite trivialisante si {U x C, G, tte) est une carte de pr~^(t/). Remarquons 
que 
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- prle^gg : E^eg — > -'^reg est un fibré vectoriel complexe de rang r sur la variété 
complexe Xj-^g ; 

- E'rcd Xj-ed est un fibré vectoriel orbifold. 

Une section holomorphe (resp. C°°) d'un fibré orbifold pr : ^ X est une appli- 
cation orbifolde s : X ^ E qui localement se relève en une application holomorphe 
(resp. C°°) de (id, s^;) : Ux —>■ UxXC^ G^j-invariante c'est-à-dire que nous avons pour 
tout g & Gx 



g ■ s 



X 



Notons é^Xrcg (resp. Sxrcg) faisceau des sections holomorphes (resp. C°°) du fibré 
vectoriel pr 1^^^^ : E^^g ~^ ^rcg- Nous allons définir le faisceau, noté £\x\ (resp. S^^), 
des sections holomorphes (resp. C°°) d'un fibré orbifold pr : £■ — > X comme un 
sous-faisceau de j^Sx^eg, (resp. i*^^^^), oii j est l'inclusion naturelle de X^^^ dans X. 
Pour tout ouvert U dans \X\, nous posons 

s e j*Sx,^^{U) I Vx e [/ - Ureg, 3 {Ûx, Gx, tTx) une carte 
£\x\{U) :— ^ triviahsante d'un voisinage de Ux et 3 (id, s) : Ux ^ Ux x C*" 
Gjj-équivariante tels que o (id, s) — s o tTx 

s e j*£xr.^{U) I Vx e [/ - t/reg, 3 {ÏJx, Gx, Ux) une carte 
^\x\{^) '■— { triviahsante d'un voisinage de Ux et 3 (id, s) : Ux ^ Ux x 
Gj;-équivariante tels que Trf o (id, s) = s o ttx 

Nous pouvons aussi définir le faisceau S\x\ (resp. en recollant les faisceaux 
i^^*0^:r^ (resp. {nxXlT^). 

En général, on ne peut pas reconstruire le fibré à partir du faisceau de ses sections 
c'est-à-dire que la donnée d'un fibré orbifold est plus riche que la donnée de son 
faisceau des sections. 

Lemme 111.2.12. Soit E ^ X un fibré orbifold. Soient (^/, Gj/, tt;/), (i/,Gy,7ry) 
et {W jGwj'n'w) trois cartes trivialisantes telles qu'il existe des injections {a, Ko) '■ 
{U,Gu,T^u) ^ {V:Gv:TTv) et {P,K,p) : (V^, Gy, TTy) ^ {W,Gw:'^w)- Pour toutx 
dans U, nous avons 

^/3oa(ï) = ^/3(a(ï)) O ■^a{x)- 

DÉMONSTRATION. Par hypothèse, nous en déduisons deux injections de {U x 
C, TT^;) ^ {W X C, G^y, TT^;). La première injection est donnée par la formule 
suivante {x,w) i— >• (/5 o a{x),ipp^^{x)w) et la deuxième injection par (x,w) i— >• (/5 o 
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a{x) , ip ij{a{x)) o ip^(x)w). D'après le lemme III. 1.3, il existe g G Gw tel que pour 
tout X & U et pour tout w & nous ayons 

g-{po a{x),iljp,„{x)w) = {(3o a{x),il)^{a{x)) o i)^{x)w). 

Nous en déduisons que pour tout x dans U 

g ■ P o a{x) = P o a(x)] 

PfjiP o a{x)){g) i^fsoaix) = i^^{a{x)) o ij^{x)w. 

La première condition implique que g G Ker(C/) et donc que Pfj{P o a{x)){g) = id 
car Ker(£;) = Ker(X). □ 

Deux fibres orbifolds pr^^ : Ei ^ X et pr2 : E2 X sont isomorphes s'il existe 
une application ip : Ei ^ E2 telle que pour tout x dans X, il existe un isomorphisme 
(f/^ X C, Gl, Trfi) {Ul X C, Gl, n^^) qui soit linéaire entre les fibres de pi^ et celles 
de pr2 et qui induise un isomorphisme entre les cartes {U^,Gl.,7[l) et {U^,Gl,7rl). 
En d'autres termes, pour chaque x & X, i\ existe une carte G^, 'n'x) d'un ouvert 
contenant x telle que nous ayons un isomorphisme entre les fibrés orbifolds triviaux 
-^i|t/x ~^ et E2\u^ Ux. 

Soient fibrés orbifolds pr;^ : Ei ^ X et pr2 : E2 ^ X. Un morphisme entre les 
fibrés pr^ : Ei ^ X et prg : E2 ^ X est une application orbifolde ip : Ei E2 qui 
commute avec les projections pr^^ et pr2 telle que pour tout a; G X, il existe une carte 
{UxiGxiT^x) d'un ouvert Ux contenant x qui vérifie 

(1) ip \u^'- pr|f^(f4) Y>i2^{Ux) est un morphisme de fibrés orbifold trivial; 

(2) pour toute injection a : Uy ^ Ux, nous avons 

(ni.2.13) = oV^f^ 

oir (p luy-. El \uy:= Uy x E2 \uy-= Uy x (resp. !p \uj est un relevé 

linéaire G^^-équivariant (resp. G^-équivariant) de ip (resp. (p \uy)- 
Soit ip : El ^ E2 nn morphisme de fibrés orbifolds. Pour tout x G nous 
avons une application ip^. : i^i-j. := pTi^{x) E2^x '■= pi^2^i^) ^'^ relève en une 
application îp (x) : {x} x C"^ — > {5;} x Ga;-équivariante où x est un relevé de 
x. Nous posons 

Ker^ := y Trf (Ker(^ (x))) ; 

xG\X\ 

Imip := y Trf (Im(^|j;, (x))). 
xe\x\ 
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Remarquons que Ker (/? C et Im (/? C £'1 ne dépendent pas du choix des cartes et 
des relevés. 

Proposition III.2.14. Soient pr^ : ^ X et pr2 : £'2 ^ ^ deux fibrés 
orbifolds. Soit (p : Ei — > E2 un morphisme de fibres orbifolds tel que pour tout 
X E Ux le rang de est constant. Les espaces topologiques Ker (/? et Imc/? sont des 
fibrés vectoriels orbifolds. 

Démonstration. Nous allons décrire les fonctions de transition de ses fibrés 
orbifolds puis nous appliquerons le théorème III. 2. 15. Pour toute injection a : Uy ^ 
Ux, nous avons le diagramme commutatif suivant (cf. l'égalité (III. 2. 13)) 

-^1 \ux ^ -^2 Ic/o, 



Nous en déduisons que 



y 1 



^f' \im^\u^ - Im(^ — ^ Im(^ \uy . 

D'après les résultats sur les fibrés vectoriels sur une variété, Ker^ et Im^ 
sont des fibrés sur car le rang de <^ |[/^ est constant. Nous posons 

Ces fonctions de transition satisfont bien les hypothèses du théorème III. 2. 15. Nous 
en déduisons que Ker </? et Im (/? sont des fibrés vectoriels orbifolds sur X. □ 

Théorème III. 2. 15. Soit X une orbifold. Les données suivantes définissent un 
unique, à isomorphisme près, fibré orbifold de rang r : 

(1) un atlas orbifold A{\X\) ; 

(2) pour toute injection a : Ui ^ Uj entre deux cartes de l'atlas, on se donne 
une application holomorphe : Ui ^ GLr{C) telle que 

(a) l'application 

ÛiXC — > Ûj X 
{x,w) I — > {a{x),ilJa{x)w) 
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soit un plongement ouvert; 
(b) pour deux injections successives a, P nous ayons 

Remarque III. 2. 16. Soit E ^ X un fibre vectoriel orbifold donnée par ses 
fonctions de transition c'est-à-dire donnée par les ipa- Soit {Ui)i(zi le recouvrement 
de |X| induit par .4.(|X|). Supposons que pour tout i G /, il existe Si : Ui —>■ C 
Gj-équivariante tel que pour toute injection a : Ui "-^ Uj nous ayons 

Sj{a{x)) = ip^{x)si{x). 

Ces données se recollent en une section globale du fibré E ^ X. 

DÉMONSTRATION. Pour tout i G /, notons (C/j, Gj, TTj) la carte de Ui dans l'atlas 
orbifold Nous définissons l'action de Gi sur Ui x C de la façon suivante. 

Pour tout g G Gj, l'application ipg : Ui ^ Ui qui à x associe gx est une injection. 
Nous posons g ■ {x,w) := {ipg{x:),ip^^{x)w) pour tout (x, w) G C/ x C. Remarquons 
que nous avons pix.g) = i/ji^^ix). 

Considérons l'espace topologique |Jie/ ^ C/Gj. Notons [â;^,^^] la classe de 

{Xi,Wi). 

Nous dirons que [5;i,Wi] ~ [xj,Wj] s'il existe deux injections ai : Uij ^ Ui et 
aj : Uij Uj et {xij,Wij) G Uij x C tels que 

[ai(xij)/tp^^{xij)wij] = [xi,Wi] ; 

Quitte à modifier les injections, nous pouvons supposer que les égalités ci-dessus sont 
sur les couples et non sur les classes. 

Montrons que cette relation est une relation d'équivalence. Le seul point 
délicat est la transitivité. Soient \xi,Wi],[xj,Wj],[xk,Wk] tels que [xjjWi] ~ 
et ~ [xfejWjt]. Ainsi, il existe Pj : Ujk ^ Uj et '■ Ujk ^ U^ et 

(ïjjfc, Wj^) G Ujk X C tels que 

{ai{xij),i)^Xxij)wij) = {xi,Wi) ; 
{aj(xij),ij^^{xij)wij) = {xj,Wj). 

Comme x := Lpijixij) = ^pjkixjk), il existe deux injections 7jj : Uijk ^ Uij et : 
Uijk ^ Ujk et Xi-jk e Uijk,Wijk,w'--^ G C tels que ^ijixijk) = Xij,jjk(xijk) = Xjk et 
ip^ij{xijk)wijk = Wij,ilj^.^{xijk)w\jf^ = Wjk- D'après le lemme III.l.l, il existe gj G Gj 
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tel que aj o = ipg^ o o 7^^. Pour résumer, nous avons le diagramme commutatif 
suivant : 

lij ? \ 7jfc 




ai 




jk 



ai 



Pk 




Uj^ 



V9i 



Ui 



Uk 



Nous en déduisons que gj E C Gj. Ainsi, il existe gijk E G^ C Gijk tel que 
^gj O Pj O 7jfc = Pj O 7jfc o (pg^^^. Comme nous avons 



''^j — '4^ajO'yij{^ijk)Wijk — i^ipg o/3jOjjk{^ijk)Wijk 



et 



Wi 



{XijkWii 



ijk- 



nous obtenons que w'-j^ — i^^^..^ (xijkjwijk- Finalement, les injections Pj o 7^-^. o (fig^.^, : 
Uijk ^ Uk et aj o -fij : Uijk ^ Uj et {xijk,Wijk) e Uijk x C montre que [xi,Wi\ = 

[Xfc, Wfc]. 

Posons := (\_\i^iUi x C^/Gi^ / ~. Notons la classe de pour 

{xi.Wi) & Ui X C. L'application | pr | : \E\ — ^ |X| qui à associe 7Ti{xi) est 

bien définie et elle est continue. De plus, {Ui x ,Gi,7iE,i), où nE,i est la projection 
de Ui X C" dans Ui x <C' /Gi , est une carte de pr~^(f/j). Nous en déduisons un atlas 
orbifold sur \E\. Finalement, pi : E ^ X est un fibré orbifold de rang r sur X. □ 

Remarque III.2.17. Soit pr : £■ — > X un fibré orbifold sur X. Soit Y une sous- 
orbifold de X. L'application pry : pr~^(y) Y est naturellement munie d'une 
structure de fibré orbifold. De plus, la restriction S\x\ \\y\, comme faisceau de 0\x\- 
modules, du faisceau des sections ^|x|S est le faisceau des sections de pry : pr~^(F) — > 
Y. 

Exemple 111.2.18 (Le fibré tangent complexe orbifold). Soit X une orbifold 
complexe de dimension n. Nous allons définir le fibré tangent complexe orbifold. Soit 
a : {U,G,7t) ^ {U',G',7t') une injection. Soient (wj) des coordonnées complexes sur 
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U et {u'^ des coordonnées complexes sur U'. Nous notons ijjai^) la matrice suivante 
(III.2.19) 



/ i,iG{l,...,n} 

Les conditions du thcorcmc 111.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold 
qu'on appelle fibré tangent complexe orbifold de X. Le faisceau des sections du fibré 
tangent est noté 

Une section du fibré tangent complexe orbifold est appelée un champ de vecteurs 
complexe. Soit l'injection (pg : U ^ U qui à x associe gx. Nous avons les égalités 
suivantes 

p{x,g) ^i^^^{x) ^dipg{x}. 

Ainsi, localement un champ de vecteurs est une application A' : [/ — > TU qui se 
relève en un champ de vecteurs A" : [/ — > TU où TU est le fibré vectoriel tangent 
complexe de U tel que X{gx) — d(pg{x){X{x)). 

Remarquons, que si l'on se restreint à l^regL alors le fibré tangent complexe 
orbifold n'est rien d'autre que le fibré tangent complexe de la variété l-'^regl- 

Exemple in.2.20 (Le fibré cotangent complexe orbifold). Nous allons définir le 
fibré cotangent complexe. Soit a : {U, G, tt) ^ ([/', G', tt') une injection. Nous posons 

(in.2.21) := 'VJi^-'. 

Les conditions du théorème 111.2.15 sont vérifiés et nous obtenons un fibré orbifold 
qu'on appelle fibré cotangent complexe orbifold de X. Nous notons ce fibré T*X. 
Ainsi, nous avons pT*x{x,g) — *ptx{x, g)~^ — *dipg{x)~^. Le faisceau des sections 
du fibré orbifold T*X est noté Q^-^^ . Une section du fibré T*X est appelée une 1-forme 
holomorphe. Localement une 1-forme holomorphe est une application ou : U T*U 
qui se relève en une application eu : U T*U telle que 

(IIL2.22) û(gx)(X) ^Û{x)(dipg{x)-\X)) 

011 X e TgxU. La condition (in.2.22) est équivalente h g -eu — lu où l'action de G sur 
les 1-formes holomorphes de U est donnée par la formule 

(111.2.23) g-û^{ip-Y^={¥>9-^T^- 

Soit a : (C/, G, tt) ^ ([/', G', tt') une injection. Nous posons 

(IIL2.24) V'f^*^ :=A'=Vr''- 
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Les conditions du théorème III. 2. 15 sont vérifiées et nous obtenons un fibré orbifold 
qu'on appelle fibré des k-formes holomorphes de X. Nous notons ce fibré A^T*X. 

III. 3. Faisceaux des formes différentielles sur une orbifold et intégrale 

orbifolde 

Dans ce paragraphe, nous allons définir le faisceau des /c-formes différentielles C°° 
sur une orbifold. Puis, nous montrerons que ces faisceaux permettent d'interpréter 
une classe de cohomologic de l'espace topologiquc sous-jaccnt à une orbifold comme 
la classe d'une forme différentielle fermée. Ceci nous permettra de définir l'intégrale 
orbifolde. 

Dans ce paragraphe X est une orbifold complexe connexe de dimension n. 
Notons le faisceau des /c-formes différentielles C°° a valeur complexe sur la 

variété complexe X^eg. Soit j l'inclusion de |^reg| dans \X\. Soit (C/, G, tt) une carte 
de U. Nous notons S~ le faisceau des fc-formes différentielles à valeur complexe sur U. 
Notons (n^S^)^ le sous-faisceau G-invariant de 7i^,S~. Nous allons définir le faisceau 
des A;-formes différentielles sur l'orbifold X comme un sous-faisceau de j*S\Xreg\ - Pour 
tout ouvert U dans \X\, posons 



Lo G J*£xr,S^) I ^ Using, 3 (t/^,, G^:, TT^) cartc dc 
et lu' e {'n-x*E~ telles que eu' ^ eu sur Ux,reg 



De la même manière que dans l'exemple III. 2. 20, nous pouvons définir le com- 

plcxific du fibré cotangent réel orbifold de X. Nous le notons T^X. Son faisceau 
des sections est £^^^. De manière générale, le faisceau des sections du fibré orbifold 
A'^T^X est £l^^^. 

Proposition III. 3.1. Supposons \X\ paracompact. 

(1) Les faisceaux sont acycliques pour le fondeur Pd-'^l, •)• 

(2) // existe une différentielle d telle que 

f . co d cl d d en d 

soit une résolution du faisceau constant Çl\x\ ■ 

Démonstration. (1) D'après la fin du paragraphe 111.1, le faisceau £^-^^ est 
le faisceau des fonctions sur X. Comme \X\ est paracompact, il existe 
des partitions de l'unité dans ^i*^! (cf. proposition III. 1.19). Ainsi, le faisceau 
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£^1^1 est fin. Comme est un faisceau de ^l'^j-modules, nous en déduisons 
que le faisceau S^^^ est fin. 

(2) Comme la condition est locale, il suffit de la vérifier pour tout ouvert assez 
petit. Soit ([/, G, tt) une carte de U. Comme U est un ouvert de C", le 
complexe de De Rham 

■ ^ ^ ^ ^ 

est une résohition de C^. Puis, nous appliquons le foncteur exact à gauche 
TT* Si S~. Pour tout X & U, nous avons 

(R\.£^).= lim H\7r-\V),£'^\v). 
Comme S~ est un faisceau fin, nous avons H''{n~^(y),£~ \v) = pour i > 0. 



Ainsi, (i?V*£~)a; est nul c'est-à-dire que le complexe 



n^S^ : TT^S^ y TT^Fi > > tt^S- y Q 

est une résolution de 7r*Ç^. Les différentielles 7r*(i sont les restrictions de la 
différentielle d. 

Puis, nous appliquons le foncteur covariant exact à gauche qui à un 
faisceau sur lequel G agit, associe le sous-faisceau G-invariant, noté J-''^. 
Nous en déduisons le complexe 

{n.£'~r : {n.S'~f ^ {n.Slf ^...^ {n.F^f . 

Il reste à montrer que ce complexe est encore exact. 

Soit X un point de U. Soit ôj G (7r*é-~)^ tel que {n^d)ù = où k est 
un entier strictement positif. Le complexe 7r*é^~ est exact, il existe rf dans 
7i^£~~^ tel que (77*^)77 = ûj. Puis on pose 5 := ^ Xl^eG 9*''l- ^^^^^ 
5 est G-invariante et 

{7r,d)à = ^{n,d){g*ri) 
^ geG 

geG 
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Nous en déduisons aisément que le complexe {tt^S-)'^ est une résolution 
de (tt^Cj^)*^. Or nous avons les égalités suivantes (tt^C^)*^ = Ç^jj^ — Ç^x\ \\u\- 

□ 

La proposition précédente implique directement le corollaire suivant. 

Corollaire III. 3. 2. Pour k E {0, . . . ,n}, on a un isomorphisme d'espace vec- 
toriel entre H^{\XIC) et (^r(|X|, . 

Supposons que \X\ soit compacte. Soit uj dans iJ"(|X|,C). Grâce au corollaire 
III. 3. 2, nous voyons uj comme une classe de forme différentielle et nous définissons 

/■orb -j^ r 

III. 4. Classes de Chern orbifoldes par la théorie de Chern-Weil 

Dans cette section, nous allons définir les classes de Chern pour les fibrés vectoriels 
complexes orbifolds. Nous adaptons l'appendice C du livre de Milnor et Stasheff 
[MS74] aux orbifolds. 

Nous commençons par une étude locale. Soit pr : F — ^ f/ un fibré vectoriel 
complexe orbifold trivial sur une orbifold complexe U . Soient (t/, G, vr) une carte de 
[/ et ([/ X C, G, iip) une carte de F. L'action de G sur F :— U x est donnée par 

g ■ {x, w) = {gx, p{x, g)w), M {g,x,w) e G x Û x C 

011 p : [/ X G — > GL(r, C) est holomorphe. Rappelons que l'action de G sur une 
section s est donnée par 

g ■ s{x) := p{g-^x,g)s{g-^x). 

Soit s une section C°° du fibré trivial F ^ U . Soit uj une 1-forme sur U . 
Nous définissons l'action de G sur uj ® s par la formule suivante 

g-{}jj®s):={g-uj)®{g- s). 

Une connexion V G-équivariante sur le fibré trivial F ^ U est une connexion qui 
vérifie V{g ■ s) — g ■ (Vs) oii s est une section G°° du fibré trivial F U^. 



^Les connexions G-équivariantes existent. En effet, si nous avons une connexion V sur le fibré 
trivial F U, la, connexion 

V :=^5-V(5-^-) 

geG 
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Lemme III.4.1. Soit V une connexion G-équivariante sur le fibré trivial C/xC^ — > 
U. Soit u) la matrice de cette connexion dans une base Si, . . . ,Sr de sections du fibré 
U X C — > [/. Pour tout g & G, nous avons 

ip*g-iÔj = g)~^Ùjp(-, g) + p{-, g)~^dp{-, g). 

DÉMONSTRATION. Nous allons calculer V{gSi) de deux manières. D'abord, nous 
utilisons la G-équivariance de la connexion V. Pour tout g & G, nous avons 

r 

1=1 

r 

^^^l-iùij^gsj. 

i=l 

D'un autre côté, nous savons comment la matrice d'une connexion se comporte par 
un changement de base. Ainsi dans la base gsi, . . . , gsr, la matrice de la connexion 
est 

p{-, 9)~^^p{-, g) + 9)~^dp{-, g). 
Nous en déduisons le lemme. □ 

Soit {U,G,Tï) une carte de U. Le fibré orbifold trivial pr : F — > [/ est muni 
d'une connexion V s'il existe {F := U x C, G, np) une carte de F et une connexion 
G-équivariante telles que l'application pr : F ^ U relève pr. 

Pour i G {1,2}, soient (Fj, Vj) deux fibres orbifolds triviaux sur U munis d'une 
connexion. Nous dirons que (Fi, Vi) et (F2, V2) sont isomorphes s'il existe un iso- 
morphisme (f entre les cartes (Fi,Gi,7ri?J et (F2, G2, tt^j) de respectivement Fi et 
F2 tel que (p*V2 = Vi. 

Le fibré trivial Fi — > Ui muni d'une connexion Vi s'injecte dans le fibré F2 — > U2 
muni d'une connexion V2 s'il existe une injection de fibrés orbifolds {a, ipa) c'est-à- 
dire un diagramme commutatif 

~, (a;,'0a) ~ 
Fi^ >F2 

~ , a ~ 
Ui' >U2 



est G-équivariante. 
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telle que (a*F2,Q;*V2) soit isomorphe à (Fi, Vi). 

Lemme III. 4. 2. Soit (-F21 V2) un fibré orbifold trivial sur U2 muni d'une con- 
nexion. Soit Fi un fihré orbifold trivial sur Ui qui s'injecte dans F2. Il existe une 
connexion Vi unique, à isomorphisme près, sur Fi telle que (Fi, Vi) s'injecte dans 

(i^2,V2). 

DÉMONSTRATION. Pour i G {1,2}, soient [1)1,0^,711) deux cartes de f/j. Soient 
{Fi,Gi,7iF^) deux cartes de F,. Soit V2 la connexion sur le fibré trivial F2 — >• U2- 
D'après le lemme III.2.10, nous pouvons supposer que Ui C U2 et Fi C F2. 

Existence : Nous posons Vi := V2 |^^. Ceci définit bien une connexion Gi- 
équivariante sur Fi — > Ui. 

Unicité : Soient (FsjGsjTTfs) une carte de Fi et V3 une connexion G3-équivari- 
ante sur le fibré trivial F3 — > Ui telles qu'on ait le diagramme commutatif 

~ ^ («,'0a) ~ 

Fa^ ^ F2 

~ , a ~ 
Ui' >U2 

Supposons que (a*F2,a*V2) soit isomorphe à (F3, V3). D'après le lemme III. 2. 10, le 
fibre F3 Ui est isomorphe au fibré Fi := {a,'il)a){F^) a{Ui). Pour finir, il suffit 
de remarquer que 0!*F2 = a*Fi et 0!*(V2 \p^) = a*V 2- CH 

DÉFINITION III. 4. 3. Soit pr : F — > X un fihré orbifold. Une connexion orbifolde 

sur le fibré orbifold pr : F — > X esi la donnée pour chaque x & X d'une carte 
iUxiGx-i'ïïx) d'un ouvert Ux contenant x telle que 

(1) pr~^(C/j.) — > Ux est un fihré orbifold trivial muni d'une connexion Vj; ; 

(2) pour toute injection a : Ux ^ Uy, il existe une injection {^r~^{Ux),'S/ x) ^ 
(pr-i(C/,),V,). 

Rappelons que le fibré orbifold T^X est le complexifié du fibré cotangent réel de 
X et que son faisceau des sections est (cf. paragraphe III. 3). 

Proposition III. 4. 4. Soit X une orbifold paracompacte. Soit F ^ X un fibré 
orbifold. 

(1) // existe une connexion sur F. 
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(2) La différence entre deux connexions orbifoldes est une section du fibré 
T^X (8)c^| End(F). 

DÉMONSTRATION. La première partie de la proposition est démontrée dans le 
lemme 4.3.2 de [CR02]. Soit F — > C/ un fibré trivial orbifold muni de deux connexions 
G-équivariantes notées Vi et V2. Il suffit de voir que Vi — V2 est une section orbifold 
du fibré T^U (8)c?'End(F). Soit Si, . . . , s,, une base de sections du fibré F ^ U. Notons 

rj la matrice de Vi — V2 dans cette base. Montrons que g ■ rj — rj, où l'action de G 
sur la matrice de 1-forme différentielle est donnée par 

p{-,g) {v*g-irj) p{-,gy^ où {ip*g-ir]}ij = <^*-i%-. 

L'égalité ci-dessus est une conséquence directe du lemme in.4.1. □ 

Lemme III. 4. 5. Soit {U, G, vr) une carte de U. Soit pr : F ^ U un fibré orbifold 
trivial muni d'une connexion V. Soit pi : F := U x ^ U le relevé du fibré 
orbifold trivial pr : F — > [/ muni d'une connexion V G-équivariante. La courbure, 
notée i^(V); de la connexion V est une section G -invariante du fibré /\ T^U (S>c^ 

End(F) ^ Û. 

DÉMONSTRATION. Soit Si, . . . , Une base de sections du fibré trivial U x C ^ 
U. Notons Ù la matrice de la courbure dans cette base. Montrons que g ■ Ù — où 
l'action du groupe G sur la matrice de 2-formes est donnée par 

(III.4.6) g-Q = p{;g){^;^,Q)p{;g)-' où {^l-^nh, = v^-Ay 

Avant de démontrer cette égalité, nous allons montrer que 

K{V){gs)^gK{V){s), 

pour tout {g, s) E G x J^^{U), où J^fj est le faisceau des sections C°° du fibré F ^ U. 
La courbure K{V) est la composée de V avec V où 

est définie par 

V(6l®s) :^ d0 (S) s - e AVs. 

Un calcul direct montre que V{g ■ {9 ® s)) = g'V{6 (S> s) pour tout g E G et pour tout 
{6, s) G J^ij{U) X S~{U). Nous en déduisons que K{'V){gs) = gK{'V){s) pour tout 
{g,s)eGx^^iÛ). 
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Pour démontrer l'égalité (III. 4. 6), nous allons calculer KÇV){gSi) de deux façons. 
D'un côté nous avons 

K{V){gs,) = gK{V)(8,) 



tj Sj 



(111.4.7) =J2^l-^^ij^9Sj- 

i=i 

D'un autre côté, le changement de base entre (si,...,Sr) et {gsi, . . . , gSr) montre 
que la matrice de i^(V) dans la base {gsi, . . . , gSr) est 

(111.4.8) p{;g)Qp{;g)-\ 

En comparant les égalités (111.4.7) et (111.4.8), nous en déduisons l'égalité (111.4.6) 
c'est-à-dire que KiV) est une section G-équivariante du fibré f\^T^U End F — 

U. □ 

Soit pr : F — > X un fibré orbifold de rang r muni d'une connexion V. Pour tout 

a; e il existe une carte (f/^, G^,, tIx) d'un ouvert contenant x telle que le fibré 
trivial := x C^' soit muni d'une connexion, noté V^;, G^^-équivariante oii 

Ux X C est une carte de ^i~^{Ux)- D'après le lemme 111.4.5, la courbure K{S/x) est 
une section Gj^-invariante du fibré /\^ T^Ux (8>c2° E^à{Fx). 

Pour i G {1, . . . ,n}, notons ai le i-ième polynôme symétrique élémentaire en r 
variables. Soit A une matrice carrée de taille r. Notons ai{A) le polynôme évalué 
en les valeurs propres de A. Nous avons 

det(id+t^) = l + tai{A) + h t"an{A). 

Pour tout X e \X\, soit Si^^, ■ ■ ■ ■,Sr,x une base de sections du fibré — > U^- No- 
tons Q-E la matrice de la courbure Ki^y.) dans cette base. Comme les 2-formes 
différentielles commutent entre elles, nous pouvons évaluer les polynômes ai en Çl^. 
La forme différentielle ai{VLx) est de degré 2i. Dans une nouvelle base de sections, 
la matrice de la courbure est P~^VLxP oh P est la matrice de changement de base. 
Comme ai{P~^ AP) = ai{A), la forme différentielle 0"j(f2^) ne dépend pas de la base 
choisie. Dorénavant, nous notons ai{K{Vx)) cette forme différentielle. Pour tout 



42 III. ORBIFOLDS COMPLEXES ET COMMUTATIVES 

g Çl nous avons 

(p*g(Ti{^x) :=ai((/?*i7^.) 

—ai{Ùrc) d'après l'égalité (IIL4.6). 

Ainsi, (Tî(ir(Vj;) définie une forme différentielle de degré 2i G-r-invariante sur Ux 
qui, par passage au quotient, définit une forme différentielle, notée (Ti{K{y dans 

Lemme III.4.9. Soit F ^ X un fibré orbifold muni d'une connexion V. Nous 
gardons les notations ci-dessus. Pour tout i G {l,...,r}, les formes différentielles 
ai{K(Vx) dans S^^^^{Ux) se recollent en une forme différentielle, notée ^^(^(V)), 



dansS?U\X\). 



DÉMONSTRATION. Soit a : ^ Uy. Il suffit de montrer que 

^.(^(V,)) lu. = a,iKiVx)). 

Par définition d'un fibre orbifold muni d'une connexion, il existe deux applications 
■î/'a et 9? : — >• a*Fy telles que 

- le diagramme suivant soit commutatif 

Fx' >Fy 



Ux' >Uy 

- (p soit un isomorphisme de cartes ; 

- V*a*Vy ^Vx. 

Nous en déduisons l'égalité ip*a*K{SIy) — K{SJx)- Puis, nous obtenons l'égalité 
<j,{K{Vy)) \u^^ a,{K{Vx)). □ 

Proposition III. 4. 10. Soit F ^ X un fibré orbifold muni d'une connexion V. 
Pour tout i e {1, . . . , n}, la forme différentielle ai{K{'V)) est fermée. 

DÉMONSTRATION. Soit F — > X un fibré orbifold muni d'une connexion V. Nous 
en déduisons une connexion, notée Vreg, sur le fibré vectoriel Freg — > Xj-^g. Nous en 
obtenons l'égalité 
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Dans le cas des variétés, on sait que ai{KÇVreg)) est fermée. Ainsi dai{KÇV)) est 
nulle sur un ouvert dense. Nous en déduisons que (Ti(ir(V)) est fermée. □ 

Cette proposition montre que les formes différentielles ao{KÇV)), . . . , ar{KÇV)) 
sont fermées de degré respectivement 0, . . . , 2r. Nous noterons [(Tj(i^(V))] la classe 
de cette forme différentielle dans H'^^{\X\,C) (cf. le corollaire III. 3. 2). 

Corollaire III. 4. 11. Soit F ^ X un fibré orbifold muni d'une connexion. La 
classe de la forme différentielle ai{K(V)) ne dépend pas du choix de la connexion 
sur F. 

DÉMONSTRATION. Soit pr : F — > X un fibré vectoriel orbifold muni de deux 
connexions Vq et Vi. Pour tout x & X, nous avons deux connexions Vo,x et Vi^a: 
sur Frc — > Ux où Ux est une carte d'un ouver Ux contenant x et F^ une carte de 
pr~^(C4). Posons rjx :— Vi,^ — 'Vo,x- D'après la proposition III. 4. 4, rjx est une section 
G'j;-invariante de T^U^ <8)c2° End(Fj;). Pour t G [0, 1], nous définissons une connexion 

sur le fibré F^ — > Ux par la formule 

^t,x ^o,x + trjx- 
D'après les calculs dans [GH94] p. 405, nous avons 

(III.4.12) d âi (îjx, K{Vt,x), K{Vt,x)) dt^ = ai{K{Vi,x)) - <Ji{K{Vo,x)) 

où âi est l'application i-linéaire de Mj.(C) x • • • x Mj.(C) dans C telle que 
âi{A, . . . ,A) — ai{A) pour toute matrice^ G Mr{C). 

L'égalité (III. 4. 12) montre que o'i{K (V i^x)) — o'i{K{Vo^x)) est une forme exacte. 
Montrons que pour toute injection a : Uy ^ U^, nous avons 

a*ài K{Vt,x): ■ ■ ■ , K{Vt,x)) = (rjy, K{Vt,y), . . . , K{Vt,y)) . 

D'après le lemme III.4.2, nous pouvons supposer que a*{'Vi^x) = ^i,y pour i e {1, 2}. 
Ceci implique que ci(*r]x — rjy et que a*K{'Vt,x) — ^i^t,y)- Finalement, nous avons 

a*ài (rjx, K{Vt,x), K{Vt,x)) a*K{Vt,x), • • • , a*K{Vt,x)) 

^âi{rjy,K{Vt,y),...,K{Vt,y)). 
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Les égalités ci-dessus nous montrent que les formes différentielles 

ài {7Î,,K{Vt,x),...,K{Vt,x)) 

de degré 2i — 1 sur sont G'3;-invariantes. Elles définissent par passage au quotient 
une forme différentielle de degré 2i — 1, notée ?j {rj^, KÇVt^x), ■ ■ ■ , Ki^t,x)), sur 
Nous en déduisons que ^^(^(Vi)) — ^^(^(Vo)) est une forme exacte. □ 

Soit F — > X un fibré orbifold. Nous définissons la i-ième classe de Chern du fibré 
F ^ X par 

q(F) := [(j,(X(V))]/(2v^7ry 

011 V est une connexion sur F. D'après le corollaire III.4.11, les classes de Chern de 
F ne dépendent pas de la connexion choisie et la i-ième classe de Chern définit une 
classe de cohomologie dans C). La classe de Chern totale est 

c{F) = co(F) + tci(F) + • • • + rc„(F). 
Proposition III.4.13. Soit 

a P 

>E >F >G ^0 

une suite exacte de fibres orbifolds sur V orbifold X. Nous avons V égalité 

c{F) = c{E)c{G). 

Démonstration. Cette propriété est locale. Soit p (resp. r) le rang du fibré 
E (resp. F). Pour tout x G |X|, il existe une carte {Ux,Gx,'ïï'x) d'un ouvert Ux 
contenant x qui trivialise les trois fibrés. Soient E \u^, F et G trois cartes de 
respectivement pr^^(t4),pr^^(t4) et -pY~^{Ux)- Nous avons une suite exacte de fibrés 
triviaux sur Ux 

>E\u^ %F\u^ >G > 0. 

Soit (sf, une base des sections du fibré E |{/^— > Ux- Notons sf '■— ôl 

(sf). On complète (sf , . . . , s^) en une base (sf , . . . , sf ) des sections du fibré trivial 
F \u^^ Ux- Pour i G {p + 1, . . . , r}, les sections sf :— (3 (sf ) forment une base 
des sections du fibré trivial G |f/^— ^ Ux- 

Nous choisissons une connexion Vf,x G^-équivariante de matrice cDf sur F 
telle que sa matrice soit triangulaire supérieure sur Ux dans la base (sf,...,sf). 
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Nous en déduisons deux connexions V e,x de matrice ûj^ et V g,x de matrice ùj^ sur 
E et sur G qui sont définis par les matrices 

{^x)ij ■= {^x)ij pour i,j e {l,...,p}; 

{'^x)ij ■■= pour i,j e{l,...,r-p}. 

La courbure K{Vf,x) sur F est triangulaire supérieure. Nous en déduisons que 
det{id +tKÇVF,x)) = det{id+tKÇVE,x))det{id+tKÇVG,x))- 

□ 

III. 5. Bonne application orbifolde et image inverse de fibres vectoriels 

orbifolds 

Dans la théorie générale des orbifolds, l'image inverse d'un fibré vectoriel orbifold 
n'existe pas toujours. C'est pour cette raison que Chen et Ruan ont défini la notion 
de bonne application orbifolde (cf. paragraphe 4.4 de [CR02]). Soit |X| un espace 
topologique séparé. D'après Satake [Sat57], un recouvrement U = {Ui)i^i est dit 
compatible si 

(111.5.1) chaque ouvert Ui de ce recouvrement a une carte {Ui,Gi,7ii) ; 

(111.5.2) pour tout a; G t/j n Uj, il existe un ouvert Uk C UiCl Uj tel que x E Uk', 

(111.5.3) si Ui C Uj alors il existe une injection de {Ui,Gi,T:i) dans {Uj,Gj,TTj). 

Un recouvrement compatible sur \X\ est un atlas orbifold (cf. le début du para- 
graphe 111. l.b). 

Nous avons la proposition suivante. 

Proposition in.5.4 (cf. paragraphe 4.1 p. 67 de [CR02]). Soit \X\ un espace 
topologique paracompact. Etant donné un atlas orbifold sur \X\, il existe un recou- 
vrement compatible plus fin sur \X\. 

Remarque 111.5.5. Si X est une variété complexe, un atlas orbifold est aussi 
un atlas de X en tant que variété. Or un atlas de variété vérifie bien les conditions 
(111.5.1), (111.5.2) et (III. 5. 3). C'est-à-dire que pour une variété, la proposition ci- 
dessus est vraie. 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION III. 5. 4. Soit ^(|X|) un atlas orbifold 
sur |X|. Comme |X| est paracompact, on peut supposer que le recouvrement associé 
à ^(|X|) est localement fini. Notons-le {Ui)i^i. Soit x G \X\. Le point x appartient 



46 



III. ORBIFOLDS COMPLEXES ET COMMUTATIVES 



à un nombre fini d'ouverts de {Ui)i^i. Notons-les Ui^, . . . , Ui^^^y Ainsi, il existe une 
carte (V^, G^, 'Kx) d'un ouvert contenant x tel que 

(1) Vx est inclus dans C/j^ fl . . . fl Ui^^^^ ; 

(2) la carte s'injecte dans Ui^ pour tout a G {1, . . . ,n{x)}. 

Notons U le recouvrement formé par de tels ouverts Vx et les ouverts inclus dans 
Vx et contenant x. Montrons que V est un recouvrement compatible. Les conditions 
(111.5.1) et (111.5.2) sont clairement vérifiées. 




FiG. 1 - 



11 nous reste à montrer la condition (111.5.3). Soient Vk, Ve deux ouverts de V tels 
que Vk C Ve- Montrons qu'il existe une injection entre une carte de Vk et une carte de 
Ve. Il existe x,y E \X\ tels que Vk G Vx et Vf GVy (cf. la figure 1). Par définition, s'il 
existe i & I tel que nous ayons T4 C Ui (resp. T4 C Ui) alors i G {ii, . . . , in{x)} (resp. 
i e {ji, . . . ,jn{y)})- L'inclusion de T4 dans Ve implique que l'ensemble {ji, . . . ,jn{y)} 
est un sous-ensemble de {h, . . . ,in{x)}- Soit Vk^x (resp. T4,y) une carte de T4 (resp. 
Vi) induite par Vx (resp. Vy). Nous en déduisons qu'il existe i G / tel que Vx et Vy 
s'injectent dans Ui. Finalement, le corollaire 111.1.4 appliqué avec U :— Vk, V := Ve 
et W := Ui montre qu'il existe une injection de Vk^x dans Ve^y. □ 

DÉFINITION 111.5.6 (cf. paragraphe 4.4 de [CR02]). Soit f : X une applica- 
tion orbifolde. On dit que f est une bonne application s'il existe deux recouvrements 
compatibles lAx et Vy de respectivement \X\ et \Y\ tels que 

(1) il existe une correspondance bijective, notée ^, entre les ouverts de lÂx et 
ceux de Vy telle que pour tout U ouvert de Ux, nous ayons f{U) C '^{U) et 
que si Ui C U2 alors diUi) C 5^(^/2) ; 
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(2) l'ensemble des relèvements fuv : U ^ V vérifie la condition suivante : à 
chaque injection a : (t/i, Ci, tti) ^ {U2, 02,1^2), correspond une injection, 
notée ^(a) : {Vi,Hi,Pi) ^ (V2,H2,P2) où Pj(V'i) := '^{Ui) telle que 
- le diagramme suivant soit commutatif 

(f/l, Gi, TTi)^ > ([/2, G2, TTs) 



(Fi, //i, VxY > (^2, E2, V2) 

- pour toutes composées d'injections ao/3, on ait^{ao/3) — ^{a)o^[/3). 

Soit f : X ^ Y une application orbifolde. Nous appelons système compatible 
l'ensemble des données supplémentaires {fuv,d} tel que l'application f : X ^ Y 
soit une bonne application. Remarquons que la notation ^ est utilisée pour deux 
correspondances : la première au niveau des ouverts des recouvrements compatibles 
et la deuxième au niveau des injections. 

Chen et Ruan ont démontré les deux propositions suivantes dans l'article [CR02] . 

Proposition III. 5. 7 (cf. Icmmc 4.4.3 dans [CR02]). Soit f : X -^Y une bonne 
application entre deux orbifolds. Supposons qu'on ait un fibré vectoriel orbifold E 
sur Y alors on peut définir un fibré vectoriel, noté f*E, sur X par les fonctions 
de transition suivantes : pour toute injection a : Ui ^ U2 entre deux cartes du 
recouvrement compatible de \X\, on pose 

Proposition III.5.8 (cf. lemme 4.4.3 de [CR02]). Les classes de Chern orb- 
ifoldes sont fonctorielles c'est-à-dire que pour tout fibré vectoriel orbifold complexe 
E ^ Y et pour toute bonne application orbifolde f : X ^ Y, on a f*c{S^^) — 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION III. 5. 8. Soient et Vy deux recouvre- 
ments compatibles de respectivement |X| et Notons la bijection 

{ ouverts de Ux} { ouverts de Vy} . 

Soit V une connexion sur le fibré pr : iï^ — y. Soit V un ouvert du recouvrement Vy. 
Comme est bijective, il existe un unique U tel que 5^(f/) = V. Soit fuy : U ^ V un 
relèvement de f \u: U ^ V. Soit Vy la connexion sur le fibré Ey := V x ^ V où 
Ev est une carte de pr~^(V). Notons ÎUy la matrice de la connexion Vy dans une base 
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de sections du fibré Ey — > V. Considérons la matrice fuy^Oy 1-formes sur U. Le 
diagramme commutatif appliqué avec a :— (pg de la définition III. 5. 6 montre que la 
matrice de 1-formes fuyûjy est G^j-invariante. Cette matrice définit une connexion, 
notée /^yVy, sur le fibré [/ x C — > C/. Le diagramme commutatif de la définition 
III. 5. 6 montre que nous avons bien défini une connexion, notée /*V, sur le fibré 
f*E —>■ X. Nous en déduisons l'égalité suivante, qui implique la proposition, 

□ 

DÉFINITION III.5.9 (cf. définition 4.4 de [CR02]). Soit f : X ^ Y une ap- 
plication orbifolde. Deux systèmes compatibles ^ et ^' sont isomorphes si pour tout 
fibré vectoriel orbifold E ^ Y , les deux fibrés vectoriel orbifold f^E et f^,E sont 
isomorphes. 

Nous rappelons que la partie régulière d'une orbifold X d'après Chen et Ruan 
est Xeg ^{xe \X'\ I = {id}}. 

Proposition III.5.10 (cf. lemme 4.4.11 dans [CR02]). Soit f : X ^ Y une 
application entre deux orbifolds. Si f~^{Xj.eg) est un ouvert dense et connexe de X 
alors il existe un unique système compatible, à isomorphisme près. 



CHAPITRE IV 



Cohomologie orbifolde des espaces projectifs à poids 

Dans ce chapitre, nous calculons l'anneau de cohomologie orbifolde des espaces 
projectifs à poids muni de la dualité de Poincaré orbifolde. 

Dans le premier paragraphe, nous définissons la structure orbifolde sur les espaces 
projectifs à poids. Dans le deuxième, nous définissons les fibrés Op(«,)(-) sur ¥{w). 

Les trois derniers suivants se présentent de la façon suivante. Dans chaque début 
de paragraphe, nous rappelons rapidement les définitions et les propriétés générales 
puis nous les appliquerons à notre exemple préfère F{w). 

Le paragraphe IV. 3 traite de la cohomologie orbifolde en temps qu'espace vectoriel 
et la proposition IV. 3. 14 donne une base, notée rj, de la cohomologie orbifolde des 
espaces projectifs à poids. 

Le troisième paragraphe IV.4 est consacré à la dualité de Poincaré orbifolde et la 
proposition IV.4.4 calcule la dualité de Poincaré de F{w) dans la base t]. 

Le dernier paragraphe concerne le cup produit orbifold. Le théorème IV.5.13 
explicite le fibre obstruction et le corollaire IV. 5. 26 donne une formule explicite pour 
le cup produit orbifold de F{w) dans la base rj. 



IV. 1. La structure orbifolde sur ¥{10) 

Dans ce paragraphe, nous définissons l'atlas orbifold des espaces projectifs à poids. 
Nous définissons l'action du groupe multiplicatif C* sur C"+^ — {0} par 

(IV.1.1) A-(|/o,...,l/n) :=(A'"»|/o,...,A'""|/„). 

L'espace projectif à poids est le quotient de C"''"-'^ — {0} par cette action. Notons |P(ty)| 
cet espace topologique quotient et tt^ l'application de passage au quotient. Notons 
yn]w l^- classe de T^wivoj ■ ■ ■ > Vn) dans |P(w)|. Pour tout y : — [yo : ... : yn]w 
dans |F(w)|, posons 

(IV.1.2) ly :^{k\yk^O}. 
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On a le diagramme commutatif suivant : 



(^0) ■ ■ ■ ) ^n) 



fw 



{0} 



TT 



7r„ 



fu 



où n est l'application standard de passage au quotient pour les espaces projectifs 
complexes. Notons /Lt^ le groupe des racines /c-ièmes de l'unité. L'espace projectif à 
poids peut être muni de deux structures orbifoldes différentes. 

(i) Le groupe /j,^^ x • • • x /^^^ agit sur P" de la façon suivante : 

X — ^ P" 



X t^n 



((Ao, . . . , An), [zq : . . . : Zn]) i — > [Aq^o : • • • : XnZn] 

L'application induit un homéomorphisme entre F^'/fj,^^ x • • • x fi^^ et 
|P(w)|. Ainsi, l'espace topologique |P(w)| est muni d'une structure orbifolde, 
dite globale. 

(ii) L'espace topologique |P(u')| peut aussi être muni d'une structure orbifolde 
via l'application t:^. L'atlas orbifold qui définit cette structure est décrit 
ci-dessous. 

Dans la suite de la thèse, nous nous intéressons uniquement à la structure orbifolde 



provenant de (ii). Pour i G {0,...,n}, notons Ui := {[ijq 



|P(w)|. Soit Ui l'ensemble des points de C""^-^ — {0} tels que yj = 1. Le sous-groupe 



Uj induit un 



de C* qui stabilise Ui est |J'y]^■ L'application tt^ : — tt^, . 
homéomorphisme entre Ui/fi^. et Ui. 

Soit U un ouvert connexe de |P(u')|. Une carte {U, G^, tt^) de U est dite admis- 
sible s'il existe i G {0, . . . , n} tel que 

(IV. 1.3) U soit une composante connexe de tï~^{U) ; 
(IV. 1.4) Gjj soit le sous-groupe de (x^. qui stabilise U ; 

(IV.1.5) TT^ 



En particulier, les cartes {Ui, n^.jiTi) de Ui sont des cartes admissibles. Notons 
^(|P(w)|) l'ensemble des cartes admissibles. L'ensemble des cartes de ^(|P('u;)|) in- 
duit un recouvrement, noté Uu,, de |P(w)|. 
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Lemme IV.l. 6. Soit a : {U ,Gfj,TTfj) ^ {V,Gy,ny) une injection entre deux 
cartes de ^(|P(w)|). // existe une unique fonction holomorphe : — > C telle que 
Oi(yo, ■■■,yn) ^ (yo><a°^'^^''^^'"\y), yn><a"^'^^''^^'"\y))- Pour deux injections succes- 
sives a, (5, on a 

>^poa{y) = >^!3{oi{y))Xa{y)- 

Remarque IV.l. 7. Soit p = (po, • • • ,Pn) dans C"+^ - {0}. Notons le 
produit des disques D^{pi,e) de centre pi et de rayon e. Pour tout k G /7r(p) et pour 
toute détermination de l'argument arg;;.(-) dans D^{pk,e), considérons l'application 

i>p,,,,,:D^+\p,e)^Ùk 

(I/o, . . . , 2/n) ^ (2/o/l/^^"'^ ■ • • , u, • • • , z/n/z/r^"'') 

où yl^'"'' := cxp(iargfc(|/fc)/wfc). 

Soit arg'^ une autre détermination de l'argument sur D^{p]^, e). Il existe un unique 
a E Z tel que arg^ — arg'^ = 27Ta. Nous en déduisons que 

DÉMONSTRATION DU LEMME IV. 1.6. - Il existe une fonction 

K-.ûn ni^oiy e | ^ 0} ^ e 

telle que 

Âa(z/) • y = a{y) = {ao{y), an{y)). 

Ainsi pour tout k G {0,...,n}, nous avons \a{y)^'°yk = (^kijj)- Nous en 
déduisons que la fonction A^'= = au/Vk est holomorphe sur U fl {yu 7^ 0}. 

Montrons que A^* est holomorphe sur U . Il existe un unique j tel que 
V d Uj. Pour tout p e t/ n {yk = 0}, la remarque IV. 1.7 implique qu'il existe 
argj tel que nous ayons une application holomorphe 

Nous vérifions sans peine que cette application est une injection. Nous obtenons 
alors deux injections a \ùnD"+iip,e) ^p^rgj lt/nD"+i(p,e) ^ nD"+^(p,e) dans 
Uj. D'après le lemme III. 1.1 et l'égalité (IV. 1.8), nous pouvons choisir une 
détermination de l'argument arg^- tel que ipp^arg'^ = ol sur U fl D'^^^i^^e). Nous 

obtenons que A^* est holomorphe sur U . D'après Bézout, A^ := Aq^'^'^*'"'^ est 
aussi holomorphe sur U . L'unicité découle de Bézout. 
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- Nous avons l'égalité 

/? o a{y) = Xi3oa{y) ■ y = (Xp{a{y))Xaiy)^ ■ y. 

Ainsi, il existe Ç G Mpgcd(«)) Xi3oaiy)C — ^i3i(^iy))^aiy)- Nous élevons 

cette équation à la puissance pgcd(i(;) et nous en déduisons l'égalité voulue. 

□ 

Notation IV. 1.9. Soit a : {U,Gfj,7rfj) ^ {V,Gy,7ïy) une injection entre deux 
cartes de ^(|P('u;)|). Supposons que C/ C C/j et que V C Uj. Nous avons alors deux 
possibilités 

(1) soit i — j et a est simplement l'action d'un élément de /u^. c'est-à-dire que 
a{y) — C - y ^-vec ( G fjb^.. Dans ce cas, nous avons Xa{y) ■ y — (^^^^'^^ ■ y. 

(2) Soit i 7^ j et alors nous avons Xa^^^^^^^^\y) = l/yj- Ainsi, nous notons 

i/yr'^""^^""' Uy). 
Proposition IV.1.10. L'ensemble ^(|P(w)|) est un atlas orbifold. 
Nous noterons F{w) l'orbifold {\F{w)\, A{\F{w)\)). 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV. 1.10. Il faut vérifier les conditions 
(III. 1.5) et (III. 1.6) p. 18. La première condition est trivialement vraie, il reste à 
montrer la seconde condition. 

Considérons des cartes (f/, G^, tt^) de U et {VjGyjiiy) de V dans ^(|P('u;)|). 
Soit p dans U nV. Il existe i et j tels que U C Ui et V C Uj. 

Puisque n^^(p)r\Ui est fini, il existe un réel e > tel que les polydisques D"^^{p, e) 
avec p G TTj^^ip) soient disjoints (cf. figure 1). 

Fixons = {pq, . . . , Ij, . . . ,p^) un relevé de p dans U. Quitte à diminuer e, on 
peut supposer que L»^+^(p^, e) n Û et que 7rj(D"+^(p^, e) n C/j) C C/n F. Posons 
W := D'^+^i^, e) r\UietW := ni{W). Nous avons T:i\W) = Upe^T^(p) D^+\p, e) D 

Ui car fjb^. agit transitivement sur {D"+^(p, s) fl C/j | p G 7r~^{p)}. Ainsi, W est une 
composante connexe de 7r^^{W). 

Posons := Hkeipl^wk défini par (IV.1.2). Le groupe Gy^ fixe et il 

stabilise W. De plus, comme 7T~^{p) DW = {p^}, un élément qui stabilise W doit 
fixer p^. Finalement, G^ est le sous-groupe de fi^^ qui stabilise W. 

Posons TiyÇr := m |^. Ainsi, {W, G^, tt^) est bien une carte de W et elle est dans 

Amw)\). 
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Ûi c C"+i - {0} 




FiG. 1 - ëj : C"+^ - {0} ^ C est la projection sur la 7-ième coordonnée. 



Montrons que (W, G^r- 'n'^,) s'injecte dans {U, Gu, Hjj). Pour cela il suffit de mon- 
trer que G^ est inclus dans Gfj. Supposons qu'il existe g G G^ — Gfj. Comme la 
carte (f/, G^, tt^) est dans ^(|P(w)|), g envoie U sur une autre composante connexe 
de 'Kl^{U) or ceci est impossible car g stabilise W dU. 

Finalement, nous avons montré que W <Z U , G^ C Gfj et tt^ = Ttfj \^ c'est-à- 
dire que nous avons une injection {W ,G^,7r^) ^ {U,Gfj,7r^) qui est donnée par 
l'inclusion. 

Montrons qu'il existe une injection (W, G^, vr^^) ^ {V, Gy, TVy). 

Comme p'j est non nul, nous appliquons la remarque IV. 1.7 pour k = j. Notons 
a := ippu _s.ïgj \w- D'après l'égalité (IV. 1.8), on peut choisir arg^ tel que a(W) C V . 

Montrons que a est injective. Soient y et y' dans W tels que a{jj) = ot{jj'). Pour 
tout /c, nous avons 

Vk ^ y'k 

y 3 y j 
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En particulier, pour k — i, nous obtenons 

= 1. 




Ceci implique que (arg^(yj) — argj(y^)) Wi/wj est dans 27rZ. Quitte à diminuer e (cf. 
figure 1), on peut supposer que axgj{yj) — axgj{yj). Nous obtenons i/j — y'j et nous 
en déduisons que a est injective. 

Il reste à montrer que est un sous-groupc de Gy. Pour tout g G G^^, nous 
avons g ■ a{y) = a{g ■ y). Ainsi, G^^ stabilise l'ouvert a{W). Nous utilisons le même 
raisonnement que précédemment pour montrer que G^ C Gy. □ 

Remarque IV.1.11. (1) D'après la démonstration précédente, le groupe 
d'isotropie au point p G ¥{w) est Gp = rikt^i^n^^. 

(2) Nous avons Ker(P(w)) = nf^^iJ,^. et #Ker(P(w)) = pgcd(w). 

(3) Nous avons |P(w)reg| = {p e \ nfeg/^/u^^ = nf^oH^.}. Par contre 

I^Hregl = Si Pgcd{w) > 1. 

(4) Soient wq, wi deux entiers premiers entre eux. Il est facile de voir que les 
orbifolds ¥{wo,Wi) et ^lu^^y^^ (cf. proposition III. 1.12) sont isomorphes. 

(5) Nous définissons l'espace topologique |P(w)/| := {p G |P(w)| {^lEP^Pi — 
0}. Montrons que l'orbifold P(w) induit une structure orbifolde sur |P(u')/|. 
Pour tout i E I, posons f/j |/:= f/j fl |P(w)/| et C/j 1/:= {(î/q, . . . , |/n) G 
C"+i - {0} \ y. = i et VA; Ej^^yk = 0}. Nous avons Ùi |/= Tr'^Ui |/). 
Posons TVi |/:= tt^ |^. Ainsi, (f/j |/, TTj |/) est une carte de Ui |/. Soit t/ |/ 

un ouvert connexe de |P(w)/|. Une carte {U |/, G^^i^, tt^^i^) de U |/C |P(w)/| 
est dite /-admissible s'il existe i G / tel que : 

(IV. 1.12) U \ j soit une composante connexe de (tt^ |/)~^ {U |/) ; 

(IV. 1.13) Gfj soit le sous-groupe de /it^. qui stabilise U \i ; 

(IV.1.14) TT^i^ = (tt, I,) l^^i^. 

Notons ^(|P('u;)|) 1/ l'ensemble des cartes /-admissibles et notons U-w \i 
le recouvrement de |P(u')7| induit par les cartes de ^(|P(w)|) |/. Le même 
type de raisonnement que dans la démonstration de la proposition IV. 1.10 
montre que ^(|P(w)|) |/ est un atlas orbifold. Notons P(w)/ l'orbifold 
(|P(^,)|,^(|P(^)|)|,). 
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Pour tout sous-ensemble / := {ig, . . . ,is} de {0, . . . , n}, considérons les applica- 
tions C*-équivariantes : 

Tj : C*' 

ni : C"+^ 

(yo, ■ 

Notons il : |P(w/)| — >• |P(w)| l'application quotient. 
Proposition IV.l. 15. L'application 

il : F{wi) — > F{w) 
[^0 : ■ • • : zs]wj I — > [0 : ... : : : : ... : : Zi^ : : 0]yj 

est une bonne application orbifolde. 

DÉMONSTRATION. Pour simplifier la démonstration, nous allons démontrer la 
proposition pour I = {0, . . . ,ô}. Il faut vérifier les conditions (1) et (2) de la définition 
III. 5. 6. Mais, nous allons d'abord expliciter les recouvrements compatibles que nous 
allons considérer. 

La structure orbifolde sur |P(w/)| est donnée par l'atlas orbifold ^(|P(u'7)|). 
D'après la proposition III. 5. 4, il existe un recouvrement compatible, noté Ui, associé 
à cet atlas. Pour tout ouvert Uj dans Uj nous considérons l'ouvert de F{w) défini par 
d{Ui) := {[yo : ... : yn]w \ [yo ■ ■ ■ ■ ■ ys]wi e Ui}. Soi1^(f//, G^/^, tt^jJ une carte de Uj 
dans Uj. Il existe i G / tel que Ûi C t//,». Posons := {y G C"+^ - {0} | TTi{y) G 

Uj} = UjX C^~^ C Ui. L'ensemble d{Ui) est une composante connexe de Hj^^i^^^Ui)). 
Notons G:g(Tjj) le sous-groupe de /u^. qui stabilise diUj) et posons 'r^:s(Ui) '■= '^i Ig^tT)- 

Ainsi 7r5(;7^)) est une carte de diUi). L'ensemble des ouverts diUj) 

avec Ui dans Uj forme un recouvrement compatible de F{w). 

Soit ^ la correspondance qui à Uj associe 5^(f//). Cette correspondance vérifie 
clairement le point (1) de la définition III. 5. 6. Nous avons le diagramme commutatif 



- {0} — > - {0} 

• • > Vis) ' — ^ (0, • • • , 0, yio, 0, . . . , 0, i/j,, 0, . . . , 0) 

- {0} C*' 

■ ■ ) yn) ' ^ {Uio^ • • • ) Vi/i) 
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suivant : 



Ui >d{Ui) 



Ui ) d{Ui) 

Le même raisonnement que dans la démonstration de la proposition IV. 1.10 montre 
que Guj = G^^Ui)- Soit a : {Ui,Guj,'n'Ui) ^ (yi,Gvj,'n'Vi) une injection. Soient 

idiUi),G^^Ui),T^mi)) et idiVi),G^(^Vi),'^s{Vi)) les cartes de ^{Uj) et ^■(V7) construi- 
tes ci-dessus. Posons d{c() '■= {c(, id) c'est-à-dire qu'on applique a aux 5-1-1 premières 
coordonnées et ridentité^jAix,autrœ^_^ 

L'application ^{a) : diUi) — > est injective. Comme Gui est un sous-groupe 

de Gvi, Gs{Ui) est un sous-groupe de G:g(yjy Finalement, ^{a) est une injection qui 
satisfait la condition (2) de la définition IIL5.6. □ 

Corollaire IV. 1.16. Pour tout sous-ensemble I de {0, ... , n}, l'application orb- 
ifolde il : F{wi) — > F{w) induit un isomorphisme entre '^{wj) et ¥{w)i. 

Dans la suite, nous identifions les orbifolds ^{wj) ^ P(u') et ^{w)i C P(u'). 
DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE IV. 1.16. L'appfication 

il : \¥{wi)\ 

est un homéomorphisme. Pour toute carte {Ui,Guj,7iUj) de Uj dans ^(|P(w/)|), 
Tj \fj^: {U[,Guj,7iUi) — (Ji{Ui),Guj,'7i l^^^^-^) est un isomorphisme de carte et 
(ii{Ûi),Gui,n \z,(ûi)) c^^*^ i^i{Ui) n |P(w)/| dans >l(|P('u;)|) \i. □ 

Le corollaire suivant est une conséquence de la proposition III. 5. 7. 

Corollaire IV. 1.17. Soit I un sous-ensemble de {0, Pour tout fibré 

vectoriel orbifold E sur ¥{w), l'image inverse de E, noté i}E, par l'application ij est 
un fibré vectoriel orbifold. 

Proposition IV.1.18. L'application 

: pn ^ P(w) 
[zo ■ . . . : Zn] I — [zq° : ... : 2;^"]^ 



est une bonne application orbifolde. 
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Remarque IV. 1.19. Le degré de f^, vue comme une application entre espaces 
topologiques, est H'"^?/ Pgcd(i(;o, ■ ■ ■ , Wn)- 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV. 1.18. Rappelons que l'application 

U : C"+^ - {0} C"+^ - {0} 

(^0; • • • I ^n) I ^ (^0 ")•••) ^n") 

est C*-équivariante et qu'elle relève : IP**! |P('u;)|. L'application fy^ est surjec- 
tive et ouverte. 

Remarquons que si les poids sont premiers entre eux, nous avons P(u')i.cg = 
^('^)rcg (^f- remarque IV. 1.11. (3)). Ainsi, l'application fy^ est une application orb- 

ifolde régulière c'est-à-dire que /jH|P('U^)|j.eg) est un ouvert connexe et dense. Puis, 
la proposition III. 5. 10 montre que l'application est bonne. 

Dans la suite, nous démontrons la proposition dans le cas général. Soit U un ou- 
vert de P". Soit ([/, id, nu) une carte deU o\iÛ est un ouvert de Ûi — {{yo, ■ ■ ■ ,yn) £ 
_ |o} I yj = 1}. Soit fyj{U) C Ui la composante connexe de n'^^{fw{U)) qui 

contient fw{U). Nous obtenons une carte {fwiU),G f^(^u),Trf^(u)) de fw{U) et nous 
avons le diagramme commutatif 

u > UU) 

U — - — >UU) 

Pour tout p G P", il existe un ouvert connexe Up contenant p tel que 

(1) la carte f^{Up) s'injecte dans Ùi^, . . . ,fji^^^^ où {ii, . . . , i„(p)} = //^(p) (cf. 
définition (IV. 1.2)) ; 

(2) la carte fw{Up) soit incluse dans D"'^^{fw{p),e) D Ui on e est choisi pour 
qu'on ait une détermination de l'argument (cf. remarque IV.l. 7). 

La famille Upn := (f/p)pepn de tels ouverts est un recouvrement compatible de P". 
Montrons que la famille Wp(^) := {fw{Up))pçyn, est un recouvrement compatible de 
P(w). Le point (111.5.1) est trivialement vrai. Soit fw{,y) G fw{Up)nfw{Uq). D'après la 
preuve de la proposition IV.l. 10, il existe une carte U f^(y) de U f^(y) qui s'injecte dans 

fwiUp) et dans fwiUq). Nous prenons un ouvert Uy C P" tel que fwiUy) C Uf^i^yy 

Ainsi, nous avons l'injection fw{Uy) ^ Uf^(^y), ce qui nous montre le point (111.5.2). 
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Supposons que fw{Up) C fwiUq). Ainsi, la carte fw{Up) s'injecte dans Ui pour i G 
//^(p) et la carte fw{Uq) s'injecte dans Uj pour j G //^(ç). Comme fw{Up) C fw{Uq), 
nous avons //^(g) C If^{p)- Soit fwiUp)^ C fwiUq) une carte de fwiUp) induite par la 
carte fw{Uq). Ainsi, fw{Up)^ et fw{Up) s'injectent dans les cartes Uj pour j e If^{q)- 
Le lemme III. 1.3 montre que les cartes fw{Up)^ et fw{Up) sont isomorphes. Nous en 

concluons que fw{Up) s'injecte dans fw{Uq)- Ce qui montre le point (III. 5. 3). 

Nous allons maintenant vérifier que les conditions de la définition III. 5. 6 sont 
satisfaites. La correspondance 5 : ^ i^p{w) définie par Up >—>■ fy,{Up) vérifie la 
condition (1) de la définition III. 5. 6. 

Soit a : Up C Ui ^ Uq C Uj une injection. Nous avons deux cas 

(1) soit i = j et a est simplement une inclusion; 

(2) soit i ^ j et nous avons 

Oi(^ZQ, . . . , Ij, ■ ■ ■ , Zji) {^Zq/ Zj, . . . , Ij, . . . , Z^l Zj). 

Dans le premier cas, ^{a) est simplement l'inclusion de fw{Up) dans fw{Uq). Nous 
avons le diagramme commutatif 

Ûp' ^ >Ùq 



fu 



fu 



UUp)' >UUç) 

Nous avons unicité de ^{a) car d'après le lemme III. 1.1 une autre injection aurait la 
forme (fg o ^{a) avec g G Gf^„{Uq) mais le diagramme ci-dessus ne serait commutatif 
que si g Çi Ker(P(w)) c'est-à-dire ipg = id. 
Dans le second cas, ^{a) est l'injection 

d{a) : UiUp) UiUq) 

(yo, ■ ■ ■ , li, ■ ■ ■ , yn) ^ {yo/yJ°^'"', ■ ■ ■ , ij, ■ ■ ■ , Vn/y^"''"') 

Cette injection est bien définie car nous avons choisi s assez petit pour avoir une 
détermination de l'argument. Nous avons un diagramme commutatif comme le 
précédent et l'unicité de se déduit de la même manière. 

L'unicité montre que pour deux injections successives, nous avons ^{a o j3) = 
^{a) o^{l3). Ce qui termine la démonstration. □ 



IV.2. LES FIBRÉS VECTORIELS ORBIFOLDS Op(^)(fe) SUR P(w) 
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IV. 2. Les fibres vectoriels orbifolds Cp(^y)(/c) sur P(w) 

Avant de définir les fibres vectoriels orbifolds Cp(^)(pgcd(w)), nous allons faire 
une remarque sur les notations. Remarquons que la notation Cpn {k) est ambiguë car 
elle désigne à la fois un fibré vectoriel holomorphe sur P" et son faisceau des sections. 
Cette confusion n'est pas gênante car nous avons une équivalence de catégories en- 
tre les faisceaux de OM-modules localement libres de rang r et les fibrés vectoriels 
holomorphes de rang r sur une variété M. Pour les orbifolds, nous n'avons pas cette 
équivalence de catégories : le fibré vectoriel orbifold contient plus d'informations que 
son faisceau des sections (cf. paragraphe 111. 2. b). 

Proposition IV.2.1. // existe un fibré vectoriel complexe orbifold de rang 1, 
noté Op(u,)(pgcd('u;)), sur P(w) tel que /^Cp(^)(pgcd(w)) soit isomorphe au fibré 
Cpn(pgcd(to)) sttrP". 

DÉMONSTRATION. Pour alléger les notations, notons d{w) := pgcd(w). Nous 
utilisons les résultats du paragraphe III. 5. 

Nous allons définir le fibré vectoriel orbifold Cp(,„)((i(w)) sur F{w) par ses fonc- 
tions de transition. D'après le lemme IV.1.6 et la notation IV.1.9, pour toute injection 

a : ([/, Gfj, TTfj) ^ {V, Gy, TTy) entre deux cartes de ^(|P(u')|), notons ■0a''^'"' (y) 
l'application de C dans C qui à t associe Xa{y)t. Plus précisément (cf. notation 
IV. 1.9), supposons que U C Ui et V C Uj alors nous avons 

(1) soit i^jet ^l^y-'^'^''^\y){t) = C^^t où C e ; 

(2) soit . ^ j et ^^'"^^'^"^y)(t) = t/yf-^'-^. 

D'après le lemme IV. 1.6, nous avons la relation de cocycle orbifolde suivante 

C:''"-"(ym = v-?'-'*'" («(»)) (^°-" "'"""(«)) . 

Nous avons ainsi défini un fibré vectoriel orbifold de rang 1, noté 0-pi^w){d{w)) , 
sur P(w) et Ker(e)p(^)(d(w))) = Ker(P(«;)). 

D'après la proposition IV. 1.18, l'application est une bonne application orb- 
ifolde. D'après la proposition III. 5. 7 le fibre flj{Ov(^w){d{w))) existe. 

Montrons que les fonctions de transition de fl,{0^(w){d{w))) sont les mêmes que 
les fonctions de transition de 0^n[d{w)). Soit p G ?7f" H ?7j" avec i ^ ]■ Ainsi, 

f^{p) est dans t/f^'"^ n U^^^'"\ Soit (^/«,(p)' ^vk^^(p)) ^ne carte de H^/^(p) de 
>l(|P(w)|) telle que 
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-/.(P)ew^/(.)c[/r-)n[/f-) ; 

- il existe une injection 



Soit Up" la composante connexe de i^Uip)) Q^i contient p. Posons 

ùr -/j^(w^/.(p))nî/r- 



Ainsi, ([/J",id, TT {fj-^) est une carte de f/^ 
Nous avons le diagramme commutât if 



p 



P 



•pn 



a 



où /3{{zo, . . . , Ij, . . . , = (zo/zj, Zn/zj). Ainsi, nous avons 

^f^On^M^)) ^^^^^^ = V'?^'"^^'^"^/.(z))(t) = t/zf''\ 



□ 



Remarque IV.2.2. (1) Soit m un entier. Nous définissons le fibré orbifold 
de rang 1, noté Op(îu)(m. pgcd('u;)), en prenant m fois le produit tensoriel 
du fibré Op(^)(pgcd(u')) avec lui-même. Avec les notations ci-dessus, les 
fonctions de transition du fibré 0-p(yj){m. pgcd(i(;)) sont 



^e'p(„)(m.pgcd(«)))^^^ . 



tK{y) 



(2) A l'orbifold P(u'), on peut associer l'orbifold, dite réduite, P(u'/ pgcd(u')) en 
quotientant par le groupe Ker(P(u')). Comme nous avons 

Ker(P(w)) = Ker(Op(„)(pgcd(M;))), 

le fibré orbifold (9p(^)(pgcd(w)) ¥{w) peut aussi être réduit en un fibré 
vectoriel orbifold Cp(«,/pgcd(îi)))(l) ^ P(w^/ pgcd(w)). 
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On peut définir un fibré vectoriel orbifold, au sens de Chen et Ruan (cf. 
remarque III. 2. 7), Cp(u,)(l) sur ¥{w). Mais ce n'est pas un fibré vectoriel 
orbifold au sens de la définition III. 2. 11 car 

Ker(Cp(^)(l)) = {id} ^ Ker(P(«;)). 

(3) D'après le corollaire IV. 1.17, pour tout sous-ensemble / de {0,...,n}, le 
fibré orbifold i}0^yj){pgcd{wi)) est isomorphe au fibré vectoriel orbifold 
C'p(^,)(pgcd(«;7)). 

Lemme IV. 2. 3. Pour toute carte {U,Gu,nu) de U où U C. Ui, nous posons 

{yo,...,li,...,yn) I — ^Vk 

Ces sections locales sont compatibles avec les changements de cartes et elles définis- 
sent une section, notée s^, du fibré Op(u,)(wfc) f{w). 

DÉMONSTRATION. D'après la remarque III. 2. 16, il suffit de montrer que ces sec- 
tions locales sont compatibles avec les changements de cartes c'est-à-dire que 

(iv.2.4) \y{a{y)) = i^>''-'"''\y){\M) = K''''''''^^'"\y)\ui.y) 

pour toute injection a -.U ^V. Nous utihsons les notations de IV.1.9, supposons 
que U C Ui et V C Uj, nous avons 

- soit i — j et a{y) — Ç ■ y où Ç & /J,^. et nous avons 

%viC-y)-C'yk = \7^'^'"\y)\ùiy)- 

- Soit i ^ i et nous avons 

\v{yo/yT""\ ■ ■ • , 1., • • • , yn/yT""') = y^ly?'^' = K''"^''\y)\viy)- 

□ 

IV. 3. La cohomologie orbifolde de P(w) vue comme C-espace vectoriel 

gradué 

Dans ce paragraphe, nous allons d'abord donner la définition de la structure de 
C-espace vectoriel gradué de la cohomologie orbifolde pour les orbifolds complexes 
et commutatives. Nous nous appuierons sur l'article de Chen et Ruan [CR04]. Puis, 
nous appliquerons cette définition à notre exemple favori ¥{w). En particulier, nous 
expliciterons une base (cf. proposition IV. 3. 14) de la cohomologie orbifolde des 
espaces projectifs à poids. 
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IV. 3. a. Définition de la cohomologie orbifolde. Nous allons rappeler la 
définition de la cohomologie orbifolde pour une orbifold complexe et commutative. 
Pour plus de précisions, nous renvoyons le lecteur à l'article de Chen et Ruan [CR04] 
paragraphe 3.2. 

Soit X une orbifold complexe, compacte et commutative de dimension n. Notons 
SX := LJj.gjf Gx- Nous définissons une topologie sur SX à l'aide d'une base d'ouverts. 
Pour tout {x,g) G SX et pour toute carte {Ux,Gx,'n'x) d'un ouvert contenant x, 
nous posons 

(IV.3.1) )(Ûx) := I ^^' ^) ^ I 3 • (^2/' ^y) ^ (^^' \ . 

Lemme IV. 3. 2. (1) La collection de ces sous- ensembles de SX définit une 
topologie sur SX. 

(2) L'ensemble SX muni de cette topologie est séparé. 

DÉMONSTRATION. (1) Il est clair que {x,g) appartient à V(^x,g){Ux)- 

Il reste à montrer que si {z, k) G V(x,g)iUx) ^^{y,h)iUy) alors il existe une 
carte d'un ouvert contenant z telle que 

Soit {z, k) e V(^x,g)iUx) n V(y^h)iUy). Il existe deux injections 

(a. Ko) -.U^^Ux] 

telles que Ka{k) = g et K,a'{k) = h. Il existe une carte {Wz,Gz,'n'z) d'un 
ouvert Wz C Uz n U'^ qui s'injecte dans respectivement Uz et U'^. Nous en 
concluons que V(z,k)iWz) C V(x,g){Ùx) D V^y,h){Ùy). 
(2) Soient {xi,gi) et {x2,g2) deux éléments différents dans SX. Si Xi ^ X2 alors 
il existe deux cartes et de Ux^ et Ux^ contenant respectivement Xi 
et X2 telles que n Ux2 — {0}- Nous en déduisons que V(^xi,gi){Ûxi) H 
^(^2,92) (^3:2) — {0}- Supposons que x :— xi — X2 et gi 7^ g2- Soit Ux une 
carte d'un ouvert contenant x. Supposons qu'il existe {y, h) G V(x,gi){Ux) H 
V(^x,g2){Ux)- Il existe deux injections 

(a, Ka) ■ {Uy, Gy, TTy) ^ {Ux, Gx, T^x) 
{a',Ka') : {Uy,Gy,'Ky) ^ {Ux,Gx,'Kx) 
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telles que Ka{h) = çi et Ka'{h) — g2- Quitte à diminuer Uy, on peut supposer 
que Uy C Uy. Puis le corollaire III. 1.4 implique qu'il existe une injection de 
Uy dans Uy. Le morphisme de groupes k : Gy ^ Gy associé à cette injec- 
tion est l'identité. Nous en concluons que Ka{h) — Ka'{h). Ce qui contredit 
l'hypothèse 91^92- 

□ 

L'application P : EX \X\ qui à (x, g^) associe x est une application continue 

et éP-\x) = 

Lemme IV.3.3. Soit X une orbifold complexe, compacte et commutative. L'espace 
topologique SX n'a qu'un nombre fini de composantes connexes. 

DÉMONSTRATION. Nous allons montrer que P : HX — > \X\ est une apphcation 
propre. Il faut montrer que, pour tout x dans X, P~^{x) est quasi-compact, c'est- 
à-dire que de tout recouvrement ouvert on peut en extraire un sous-recouvrement 
fini^, et que l'application P est fermée. Le premier point est évident car P~^{x) est 
un ensemble fini. 

Montrons que l'apphcation P est fermée. Soit F un fermé de T,X. Soit x G P{F). 
Pour toute carte {Ux, Gx, 'ïïx) de [4, il existe y G P{F) n U^. Nous en déduisons qu'il 
existe h & Gy tel que {y, h) & F C. T^X et qu'il existe une injection 

(a, k) : {Uy, Gy, Uy) "-^ {Ux, G 

Considérons {Ux,n)nm une suite d'ouverts emboîtés contenant x telle que 

Nous en déduisons une suite hn)n&n d'éléments de F telle que y„ converge vers 
X. Comme Gx est fini, quitte à prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que 
la suite (/t„(/i„))„gp^ dans Gx est constamment égale à un élément /t(/i) G Gx- Nous 
en déduisons que la suite {yn,hn)neN converge vers {x,K,{h)). Comme F est fermé, 
l'élément {x,K,{h)) appartient à F. Nous en concluons que P est une application 
fermée puis qu'elle est propre. 

Comme TiX est un espace topologique séparé (cf. lemme IV.3.2) et que X est 
compacte, nous en déduisons (cf. Proposition 7 du chapitre / paragraphe 10.3 de 
[BouTl]) que pour tout compact K de |X|, l'ensemble P~^{K) est compact. Finale- 
ment, l'espace topologique SX est compact et n'a qu'un nombre fini de composantes 
connexes. □ 

""^ Rappelons qu'en France un espace topologique est compact s'il est quasi-compact et séparé. 
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Nous dirons que {x, g) ~ {y, h) si {x, g) et {y, h) sont dans la même composante 
connexe de T,X. Soit T l'ensemble des classes d'équivalence. Pour tout g G G^, nous 
notons (g) la classe d'équivalence de {x, g). Cette notation (g) sous-entend que g E Gx 
pour un certain x G |X|. Notons X(g) la composante connexe de T,X qui contient 
{x,g). Nous avons la décomposition suivante de EX 

(IV.3.4) □ 

{9)eT 

Les espaces topologiques sont naturellement munis d'une structure orbifolde 
(cf. lemme 3.1.1 de [CR04] ou l'article [Kaw78]). Dans le cas des espaces projectifs 
à poids, cette structure orbifolde sera claire. 

Remarquons que pour g G Ker(X), nous avons |X(c,)| = |^|- 
Dans l'article [Kaw78] , Kawasaki donne une stratification canonique d'une orb- 
ifold. Heuristiquement, nous pouvons voir les composantes connexes de EX comme 
des adhérences de strates de l'orbifold X qu'on a « sorties » de \X\. Regardons sur 
l'exemple suivant ce qu'il se passe. 

Exemple IV.3.5. Considérons l'orbifold ^wq^^^- L'ensemble T est en bijection 
avec /u^p U fj,^^. L'ensemble EP^^^^ se décompose de la façon suivante 

SPi,,,., = X {id} □{[! : 0]} X - {id}) □{[0 : 1]} x (m^, - {id}) . 

Soit X dans \X\. Soit {Ux,Gx,'Kx) une carte d'un voisinage Ux de x. L'action du 
groupe d'isotropic sur l'espace vectoriel tangent TxUx induit une représentation 
Px '■ Gx GL{n, C) qui ne dépend pas de la carte choisie. Comme g est d'ordre fini, 
la matrice Px{g) est diagonalisable. Dans une telle base, la matrice Px{g) s'écrit 

diag(exp(2i7rri), . . . , exp(2i7rr„)) 

oià les ri sont dans l'intervalle [0, l[nQ. 

L'âge de g & Gx est défini age(g', x) :— ri + ■ — h r^. 

Lemme IV.3.6 (cf. lemme 3.2.1 de [CR04]). (1) L'application âge : X(g) — > 
Q est constante. 

(2) Nous avons a.ge{g, x) + a.ge{g~^, x) = n — dimX((,). 

D'après le lemme, l'âge d'un élément (? G Gx ne dépend que de la composante 
connexe X(^gy Dorénavant, nous le notons age(5f). 
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DÉFINITION IV.3.7 (cf. définition 3.2.3 de [CR04]). SoitX une orbifold complexe 
et commutative. Nous définissons les espaces vectoriels complexes de cohomologie 
orbifolde de X par 

(9)6T 

Remarque IV.3.8. Remarquons que est simplement |X|. Ainsi, la coho- 

mologie ordinaire de |X| est un sous-espace vectoriel de la cohomologie orbifolde de 
X. 

IV. 3. b. Cohomologie orbifolde des espaces projectifs à poids. Pour l'es- 
pace projectif à poids, l'ensemble T est en bijection avec UILo ^^w^ (°^^ défini 
dans le paragraphe II. 2). Pour 7 G Sw, nous avons P(w)(e2î7r7) = {p E |P('it))| | e^*'^''' G 
Gp} X {e"^™^} (nous utilisons la notation définie juste avant l'égalité (IV.3.4) avec 
X = F{w)). 

Soit p dans |P(w)|. Soit {Up, Gp, Tip) une carte d'un voisinage Up de p. Notons p le 
relevé de p dans Up. L'action de Gp sur l'espace tangent TpUp induit la représentation 
de groupe suivante 



Gp — >GL{n, C) 
exp(2i7r7) 1 — > diag(e2^"^"'°, . . . , e^^"^"'") 

Proposition IV.3.9. La structure de C-espace vectoriel gradué de la cohomologie 
orbifolde de F{w) est donnée par 

H'oXin^W = i/2(*-«W)(|P(^)(e-.)|,C) 

765'™ 

^ 0^'^^-"^^»(|PK7))l,c) 

OÙ 0(7) = {71^0} + • • • + {juin} et 7(7) = {i I ^ywi G N} (cf. le paragraphe II. 1). 

Remarque IV.3.10. (1) Pour 7 = 0, nous avons |P(-u;/(^))| = |P(w)|. Ainsi, 
la cohomologie ordinaire de |P(w)| est un sous-espace vectoriel de la coho- 
mologie orbifolde de P('u;). 
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(2) Sur la deuxième page de l'article [Kaw73], T. Kawasaki démontre le résultat 
suivant 



Ainsi, d'après la proposition précédente, nous avons une description explicite 
du C-espace vectoriel H^*^{F{w), C). 

(3) Nous avons |P(w)(e2iir7-)| = |P(w)7(^)|. D'après la remarque IV.1.11.(5), l'es- 
pace topologique |P(tf)/(^)| est muni d'une structure orbifolde. En effet, nous 
avons les équivalences suivantes : 

bo : ■ ■ • : Pn]w e |P(w)(e2«.^)| 4^ e^''^'^ ■ (po, • • • ,Pn) = (PO, • • • ,Pn) 



Les « strates » définies par Kawasaki dans [Kaw78] sont {[0 : : 1]}, 
{[0,?/, 2;] I y 7^ 0} et {[x : y : z] \ X ^ 0}. Remarquons que l'adhérence des 
strates est respectivement P(4), P(2,4) et P(l,2,4), et qu'elle est isomorphe 
comme orbifolde aux composantes connexes de EP(1, 2, 4). 

DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV. 3. 9. L'âge de l'élément e^*''^ est 
0(7). Nous en déduisons l'égalité de la proposition. D'après la remarque IV.3.10 
(3), l'espace topologique |P(w)(e2i7r7)| est égal à |P(w)/(-y)|. Puis le corollaire IV.1.16 
permet d'identifier ¥{wj(^j)) et ¥{w)i(^yy □ 

De la remarque IV.3.10 (2), nous en déduisons directement le corollaire suivant. 

Corollaire IV.3.11. Soit '-y dans Sw Les degrés de la cohomologie orbifolde qui 
proviennent de l'espace topologique |P(w)(e2ï7r7)| sont les nombres rationnels suivants : 

2{d + a(7)) avec ci G {0, ... , 5(7) - 1} 

où 5(7) = #-^^(7) (cf. paragraphe II. 1). 

Corollaire IV. 3. 12. La dimension du C-espace vectoriel i7^*b(P(w), C) est ix. 




(4) 



44> = pour tout i tels que 7Wj ^ N 
■v4> Pi = pour tout i dans /'^(7). 

Prenons l'exemple des poids w — (1, 2, 4). Nous avons alors 



EP(1,2,4) = |P(1,2,4)| X {1}U|P(2,4)| x {-1} 

□ |P(4)|x{^/^}□|P(4)|x{-v^}. 
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DÉMONSTRATION. D'après la proposition IV. 3. 9, la dimension de l'espace vecto- 
riel H^^y^{F{w),C) est 

J2 dimci/*(|PH(e2,..)|,C) = J2 <^(7) 



□ 



Pour tout 7 dans posons 



Remarquons que î]^ est nul pour d > 5(7). 

Nous renvoyons à la formule (111.3.3) pour la définition de l'intégrale orbifolde. 



Proposition IV.3.13. On a l'égalité suivante 

forb 



f 



vô 




DÉMONSTRATION. D'après la définition d'une intégrale orbifolde (III. 3. 3) et la 
remarque IV. 1.11, nous avons 



orb 



P(«;) Pgcd(w) J|P(^),3g| 

Puis les propositions IV.2.1 et III. 5. 8 impliquent les égalités suivantes : 

1 1 / Ci(an(pgcd(^))) y 1 

. Hrcgl^" deg(/^) ipn V pgcd(w) ) deg(/^)' 
La remarque IV. 1.19 termine la démonstration. □ 

Proposition IV.3.14. L'ensemble := {77^ | 7 e 5"^, d e {0, . . . , ^(7) - 1}} est 
une hase du C-espace vectoriel if*^j,(P(w), C). Le degré orbifold de r)^ est 2{d + a{'y)). 

Démonstration. D'après la remarque IV.3.10, la classe 77^ engendre le C-espace 
vectoriel iï'^'^(|P(iy)(e2i,r7))|, C). Ainsi, les éléments 7]^, . . . ,r)^^"'^~^ forment une base 
de iï*(|P(w)(e2i7r7)|, C). Nous en déduisons que rj est une base de l'espace vectoriel 
H^^{F{w), C) et que deg°'^'^(77^) = 2{d + 0(7)). □ 
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Exemple IV. 3. 15. Considérons les poids w — (1,2,2,3,3,3) (cet exemple est 
considéré dans l'article [Jia03]). Nous avons 

n = 5, /i = 14 , 
1 1 2 



°'3'2'3 

ô{0) = 6, (5(1/3) = 5(2/3) = 3, 5(1/2) = 2 

7(0) = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, 7(1/3) = 7(2/3) = {3, 4, 5}, 7(1/2) = {1, 2}. 

Les âges sont a(0) = 0, a(l/3) = 5/3, a(l/2) = 2 et a(2/3) = 4/3. La cohomologie 
orbifolde 77*^b(Œ'(l> 2, 2, 3, 3, 3)) est 

77^*(|P(1, 2, 2, 3, 3, 3)1) ® H^*-^^/WF(3, 3, 3)|) 
®77'*-^(|P(2, 2)1) ® 772*-8/3(|P(3, 3, 3)|). 

Nous visualisons cette cohomologie « en ligne ». Chaque ligne correspond à la coho- 
mologie de |P(u'/(^))| et chaque groupe de cohomologie, noté 77*, qui apparaît dans 
le tableau ci-dessous est C. 

7 = 0, |P(îi'/(o)) I = |P(1, 2, 2, 3, 3, 3) I 77° © 77^ © TT^ © TT^ © TT*^ © 77^° 
7 = 1/3, |P(^^;/(l/3)) I = |P(3, 3, 3) | H'"^/'' © 772+^0/3 © i/^+io/s 

7=1/2, |P(t^,(i/2))| = |P(2.2)| 77^ ©776 

7 = 2/3, |P(«;7(2/3))| = |P(3, 3, 3)1 H^/' © 77^+8/3 © i/^+s/s 

Nous visualisons la base rj de la même manière. 



7 = 0, Cr7° © Cr]l © Cr]^ © Ctj^ © Ct]* © Cr;^ 

7 = 1/3, Cr/?/3 © Cr^J/a © Crjl/, 

7 = 1/2, © 

7 = 2/3, Cry°/3 © Cry2^/3 © Cry^^ 

IV. 4. La dualité de Poincaré orbifolde des espaces projectifs à poids 

Dans un premier paragraphe, nous donnerons la définition générale de la dualité 
de Poincaré pour les orbifolds complexes et commutatives (cf. l'article de [CR04]). 
Puis, nous appliquerons cette définition sur notre exemple fétiche F{w). La proposi- 
tion IV.4.4 nous donne une formule explicite de cette dualité dans la base rj. 
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IV. 4. a. Définition générale de la dualité de Poincaré orbifolde. Nous 
suivons le paragraphe 3.3 de [CR04]. Soit X une orbifold complexe, commutative 
et compacte de dimension complexe n. L'application I : X(^g) — > X(^g-i) qui à {x,g) 
associe {x,g~^) est un isomorphisme entre orbifolds. 

Pour tout g et pour tout < d <n, posons 

(•, ■)g : H'^^'^-^^<<'^\X^g),C) X H'^^''-'^-^^<^~'^\X^g-i),C) — > C 

/"orb 

{a,p) I — > a M* (5 

La dualité de Poincaré orbifolde est un accouplement 

{■,-):Hi^iX,C)xHX''iX,C)^C 

pour tout < d <n, défini par la somme directe des accouplements {■,-)g. 

Proposition IV.4.1 (cf. proposition 3.3.1 de [CR04]). La dualité de Poincaré 
orbifolde est une forme bilinéaire non dégénérée. 

Remarque IV. 4. 2. D'après l'article de [Sat56], l'espace topologique sous-jacent 
à une orbifold a une dualité de Poincaré qui est donnée par l'intégrale orbifolde. 
Ainsi, la restriction de la dualité de Poincaré orbifolde à V(id) = |V| est la dualité 
de Poincaré de Satake sur iï"*(|V|, C). Remarquons que si l'orbifold n'est pas réduite 
c'est-à-dire que Ker(V) n'est pas réduit à {id}, alors d'après la formule (III.3.3) 
l'intégrale orbifolde est un multiple de l'intégrale ordinaire. 

Exemple IV.4.3. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold. La 
dualité de Poincaré orbifolde est exactement la dualité de Poincaré ordinaire 
sur Y car l'intégrale orbifolde est l'intégrale ordinaire. 

(2) Soit G un groupe commutatif qui agit trivialement sur une variété complexe 
Y de dimension n. Le quotient X := Y/ G est une orbifold. Nous avons 
|V| = I V| mais pour tout a G H'^"'{Y, C), nous avons 

forb 



POTD 2 f 



Ainsi, la dualité de Poincaré orbifolde restreint à X^id) = V est à un multiple 
près la dualité de Poincaré de la variété Y. 



70 



IV. COHOMOLOGIE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS A POIDS 



IV. 4. b. Dualité de Poincaré orbifolde de F{w). La proposition suivante 
exprime la dualité de Poincaré orbifolde de F{w) dans la base r]. 

Proposition IV. 4. 4. Soient i]'^ et rjy deux éléments de la base r). 

(1) Si 7' ^ {1 - 7}, alors on a {'r]!^,r]y) = 0. 

(2) Si y = {1 - 7} alors on a /(V) = 1(7) et 



7}/ 




ie/(7) 



w. 



SI deg°^''(77^)+deg°^^(r7f;_^^) = 2n; 



sinon. 



Remarque IV.4.5. (1) La remarque 11.2.7 et la proposition IV.3.14 im- 
pliquent que la condition deg°'^'^(r;^) + deg"'^^ {r)'^^_^y) = 2n est équivalente à 
la condition d + d' = 5(7) — 1. 

(2) Soient 7 G S*^ et G {0, . . . , Le dual de rj^ pour la forme bilinéaire 



(t) est (nie/(7) ^0 ^S-V 



DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV. 4. 4. D'après la définition de la du- 
alité de Poincaré. si 7' 7^ {1 — 7} ou d -|- 7^ 5(7) — 1 alors {rj^,ri^i_^y) — 0. Si 
d + d' — ô{'y) — 1, alors nous avons 



«,<-7})= / 



orb 
orb 



„orb 
'^1 



P("'/(7)) 



(g'pK(^))(pgcd(wj(7)))) \ 
pgcd(w7(^)) J 



d+d' 



Puis la proposition IV.3.13 implique que cette intégrale vaut ^nie/(7) ' 
nalement, la remarque IV.4.5.(1) nous permet de conclure. □ 

Exemple IV.4.6. Pour les poids w = (1, 2, 2, 3, 3, 3), la dualité de Poincaré dans 
la base rj (cf. l'exemple IV. 3. 15) s'exprime par 

\ 



V 



2 ^3 ^antidiagg 




















3~^ antidiagg 








2~^ antidiag2 







3~^ antidiagg 









011 antidiagg est la matrice antidiagonale de taille nxn avec des 1 sur l'antidiagonale. 
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IV. 5. Cup produit orbifold des espaces projectifs à poids 

Dans un premier paragraphe, nous donnons la définition du cup produit orbifold 
pour les orbifolds complexes, compactes et commutatives (cf. l'article [CR04]). 

Dans un second paragraphe, nous expliciterons le cup produit orbifold de F{w) 
dans la base rj. Ce résultat est donné explicitement dans le corollaire IV.5.26. En 
particulier, le fibré obstruction est calculé dans le théorème IV.5.13. 

IV. 5. a. La définition du cup produit orbifold. Avant de commencer la 
définition, a priori surprenante, du cup produit orbifold, nous allons expliquer 
l'heuristique du problème. Si on veut couper une classe d'homologic de avec 
une classe de on ne peut pas forcément choisir des représentants de ces classes 

d'homologic de façon qu'ils soient transverscs. En effet ces représentants doivent 
rester dans leur espace tordu respectif, ce qui est une contrainte supplémentaire. 
Ainsi, il se peut que l'intersection des représentants n'ait pas la bonne dimension. 
Pour remédier à ce phénomène, on doit introduire un fibré correcteur. Dans la 
littérature, on l'appelle aussi fibré obstruction. 

Nous suivons le paragraphe 4.1 de [CR04]. Soit X une orbifolde complexe, com- 
pacte et commutative. 

Considérons l'ensemble 

EgX = {(x, gi, g2, Qs) e l^xexGx x x \ g^Qs = id}. 

Comme au paragraphe IV. 3, nous définissons une topologie sur E3X à l'aide d'une 
base d'ouverts. Pour tout {x, gi, g2, gs) G et pour toute carte (UxjGxjT^x) d'un 
ouvert Ux contenant x, nous posons 

f {y, hi, h2, /is) e S3X I 3 {a, k) : {Uy, Gy, iTy) ^ {Ux, Gx, tTx) 1 
\ qui vérifie K{hi) — gi. J 

Le lemme suivant se démontre de la même façon que le lemme IV.3.2. 

Lemme IV. 5.1. (1) La collection de ces sous-ensembles de E3X définit une 
topologie sur E3X. 

(2) L'ensemble E3X muni de cette topologie est séparé. 

L'application P3 : E3X — > \X\ qui à {x, gi, g2, gz) associe x est continue. Le lemme 
suivante se démontre de la même façon que le lemme IV. 3. 3. 

Lemme IV.5.2. Soit X une orbifolde complexe, compacte et commutative. L'es- 
pace topologique S3X a un nombre fini de composantes connexes. 
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Nous dirons que {x,gi,g2,g3) ~ (y, /ii, /i2, /^a) si (x, gri, 5-2, S'a) et (y, /ii, /i2, ^3) 
sont dans la même composante connexe de Soit T3 l'ensemble des classes 

d'équivalence. Nous notons {91,92,93) la classe d'équivalence de {x, 91, 92, 93)- La 
notation {91,92,93) sous-entend que 91,92,93 sont dans un groupe pour un cer- 
tain point X G Notons ^(91,92,93) composante connexe de EX qui contient 
{x, 9i, 92, 93). Nous avons la décomposition suivante de T,X 

E3X = |_J X {91,92,93)- 
(91,92,33)673 

D'après le lemme 4.1.1 de [CR04], les espaces topologiques -^^(91,92,93) sont na- 
turellement munis d'une structure d'orbifolde. Nous ne donnerons pas de précision 
supplémentaire concernant le cas général mais dans le cas des espaces projectifs à 
poids, cette structure orbifolde est donnée par la remarque IV.3.10.(3). 

Soit la sphère de Riemann avec trois points marqués (0, 1, 00). Soit Uq la carte 
affine de contenant 0. Notons z une coordonnée sur Uq. Soit z = 1/2 le point base 
noté *. Nous considérons les lacets suivants : 

Ao : [0, 2tt] ^ Uo 

1 1— > exp{it)/2 ; 
Al : [0, 27r] ^ Uo 

i I— > 1 — - exp[ît) ; 

Aqo '■— (AqAi) ^. 

Le groupe fondamental de P^ — {0, 1, 00} est engendré par les lacets Aq, Ai, (nous 
notons de la même façon le lacet et sa classe dans le groupe fondamental). Soit 
{x, 9o, 9i, 9oo) un élément de S3X. Nous avons un morphisme de groupes surjectif p : 
7ri(P-'^ — {0, 1, 00}, qui à Aj associe 9i 011 H est le sous-groupe de engendré 

par 9o, 9i, 9^. Nous en déduisons un revêtement galoisien de P^ — {0, 1, 00} de groupe 
d'automorphismes H. Nous complétons ce revêtement en un revêtement ramifié, 
noté TT : E ^ P^. La variété E est une surface de Riemann compacte. Considérons 
l'application ev : -^^(90,91,900) ~^ ^ {^j 9o, 9i, 9oo) associe x. L'application ev est 

une bonne application. Nous renvoyons le lecteur à l'article de Chen et Ruan pour 
la démonstration dans le cas général (cf. le lemme 4.2.3 dans [CR04]). Cependant, 
dans le cas des espaces projectifs à poids, nous verrons que l'application ev est une 
bonne application orbifolde (cf. 5 lignes avant l'équation (IV.5.12)). Nous définissons 



IV.5. CUP PRODUIT ORBIFOLD DES ESPACES PROJECTIFS À POIDS 



73 



le fibré orbifold sur -^(c,o,si,soo) P^-^ 

(IV.5.3) E{go,gi,goo) := {ev* TX ® H°'\E,C))" ■ 

Ce fibré est appelé fibré d'obstruction. 

D'après la preuve du théorème 4.1.5 p. 20 de l'article [CR04], le rang du fibré 

Eigo,9i,9oo) est 

(IV.5.4) dimc ^(90,91,900) - dimc X + age{go) + age{gi) + age{g^). 

DÉFINITION IV.5.5 (cf. définition 4.1.2 dans [CR04]). Soient o;,/3, 7 dans 
Hl^^{X,C). On définit 

/■orb 

(a,/3,7):= / ev^ a A ev^ /3 A ev^ 7 A 0^0^(^(5(1, 5(2, 5-3)) 

OÙ c^axiE{gi, g2, gs)) G i/2rang(E(To,7i,7oc))(|js:^^^^^^^^^^|^ C) est h chsse de Chern max- 
imale du fibré orbifold E{gi, g2, gs) et evi : -^^(91,92,93) ~^ l'application qui à 
{x, {gi, g2, gs)) associe {x, gi) pour i G {1, 2, 3}. 

Puis, nous définissons le cup produit orbifold. 

DÉFINITION IV.5.6 (cf. définition 4.1.3 dans [CR04]). On définit le cup produit 
orbifold sur H*j.^{X, C) par la formule 

(aU/?,7) = (ûi,/?,7)- 

Exemple IV.5.7. (1) Soit Y une variété complexe vue comme orbifold. Le 
fibré obstruction est de rang et le cup produit orbifold est simplement le 
cup produit ordinaire car l'intégrale orbifolde est l'intégrale ordinaire. 

(2) Soit G un groupe commutatif qui agit trivialement sur une variété complexe 
Y de dimension n. Le quotient X :=Y/G est une orbifold. Le rang du fibré 
obstruction est 0. Le cup produit ordinaire sur \Y\ = \X\ est le cup produit 
orbifold restreint à X(^id) = X. En effet, comme dans la définition IV. 5. 5, 
nous intégrons avec l'intégrale orbifolde, nous avons la même constante qui 
apparaît de part et d'autre de l'égalité dans la définition IV.5.6. 

Nous énonçons les propriétés du cup produit orbifold données dans le théorème 
4.1.5 de [CR04] mais nous renvoyons à la preuve dans l'article [CR04]. 

Théorème IV.5.8. Soit X une orbifold complexe, commutative, compacte et con- 
nexe. 
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(1) Le cup produit orbifold respecte la graduation de H*^^{X,C), c'est-à-dire 

U : HUX, C) X HUX, C) ^ H',X\^, C). 

(2) Le cup produit est associatif et son unité est la classe de 1 dans H'^{\X\,C). 

(3) Pour tout {a, (3) G H^^^{X,C) x H^rh\^^Q> ^^us avons 

forb 



/ 



q;U/3 = {a,l3). 



(4) Le cup produit orbifold restreint à la cohomologie ordinaire H*{\X\,C) est 
le cup produit ordinaire sur \X\. 

IV. 5. b. Calcul du cup produit pour l'orbifold ¥{w). Avant de calculer 
le fibre obstruction dans le cas de F{w), nous démontrons quelques résultats 
préliminaires. 

Nous allons calculer le fibré tangent orbifold de F{w). Considérons l'injection 
suivante (cf. notation IV. 1.9 ) : 

ivo, ■■■,U,---,yn)^ {yo/yJ°^'"' , ■ ■ ■ , ij, ■ ■ ■ , yn/yj"^""' ) 

où u C Ui et V C Uj. Pour k ^ j, nous notons tk := yk/yj''^^^- La fonction de 
transition sur U HV est donnée par la matrice : 

'dtjA 



(iv.5.9) Va(yo,...,ii,...,yn)- 



dyej 



{k,e)e{0,...,n}x{0,...,n}-{{j,i)} 



D'après le corollaire IV. 1.17, un fibré vectoriel orbifold sur ¥{w) se restreint à 
F{wi). 

Lemme IV. 5. 10. Pour tout sous-ensemble I de {0, ... , n}, on a la décomposition 
suivante : 

TF{w) |p(^,)C. O 

P(«;/)('^i) 0^^PW- 

DÉMONSTRATION. Nous allons démontrer le résultat pour / = {0, . . . , ô}. Soient 
i,j dans {0, . . . ,n}. Nous reprenons les notations ci-dessus. En coordonnées, la ma- 
trice de transition de TF{w) est donnée par 
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n ^ 

EWk Vk à ■ p _ ■. 

wu , r-i . SI C — J , 

1 — t;— si£/7. 



pour £ 7^ i. 

Restreindre le fibre TP(w) à P(w/) revient à poser yt = pour i > ô. Ainsi, les 
fonctions de transition du fibré orbifold TF{w) |p(«,^) sont données par les relations 
(IV.5.11) 011 on ne fait la somme que jusqu'à ô. Finalement, la matrice de transition 
du fibré TF{w) \w{wi) qui correspond à l'injection a est du type suivant 

Aij 
Bij 

où Aij est une matrice (de taille 6 x 6) de transition du fibré TF{wi) et Bij est la 
matrice diagonale 



diag 



1 



D'après la remarque IV. 2. 2(1), l'ensemble des matrices {Bij \ i,j G {0, 
forme les fonctions de transition du fibré Cp(u,j)('U^5+i) © • • • © C'p(ioj)('U^n)- D 

Soient 70, 71 et 700 dans tels que 70 + 7i + 7oo G Nous posons 

^(7o,7i,7oo) :=/(7o)n/(7i)n/(7oo). 

Soit H le groupe abélien engendré par e'^^^'^° , e^*'^'"'! et 6^*'^'''°° . De la construction 
expliquée dans le début du paragraphe IV. 5, nous déduisons un revêtement ramifié 
de groupe d'automorphismes H, noté tt : E ^ 011 E est une surface de Riemann 

compacte. 

L'application ev est simplement une inclusion de IP(ii'/(7o,7i,7oo)) dans F{w). C'est 
une bonne application d'après la proposition IV. 1.15. Nous en déduisons que le fibré 
obstruction, défini par la formule (IV. 5. 3) est 

^(7o,7i,7oo) := (rp(^) |p(«,,(,„„,,^)) m''\^,c)Y. 

D'après la formule (IV.5.4), le rang de ce fibré est 
(IV.5.12) dimcP(w/(7o,7i,7^)) - dimcP(w) + 0(70) + 0(71) + a(7oo). 
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Théorème IV. 5. 13. Soient 70, 71 et 700 dans tels que 70 + 7i + 7oo £ N. Le 
fibré orbifold -£'(70,71,700) est isomorphe à 

j6Ju,(7o,7l,7oo) 

où J^(7o, 7i, 7oo) = {i e {0, . . . , n} I {70^^} + {71^^} + {'jooWi} = 2}. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME IV. 5. 13. D'après la décomposition du lemme 
IV.5.10, le fibré obstruction -£(70, 71, 7oo) est 

^n-.(.o,.....))(^^) ® ^°''(^' ^) ) (^P(^^(To,7i,7oo)) ® c) 

î6i"=(70,7l>7oo) / \ 

Puisque H agit trivialement sur T'P(w7(^q et 

//°'i(E,C)^ = car H\F\C) = 0, 
nous obtenons la décomposition suivante : 

H 

£^(70, 71, Toc) = ( a(.,(,„.,,.,^,)K)®i^°'^(E,C) 

1^16/= (70 ,71,70. 

Pour i e {0, . . . ,n}, notons Xi le caractère du groupe H qui à e'^"^'^'^^ associe 
^2V^7vjjWi pQ^j, ^- ç |o, 1, 00}. Le groupe H agit sur C'p(«;,(^(,,^,,^^))(«'i) par multipli- 
cation par Xi- Soit eu une (1, 0)-forme différentielle fermée telle que (p*u! — Xi{g)^- 
Nous avons 



Nous en déduisons que iî^'°(E,C)^^ = iï'°'^(E, C)^-i. Finalement, nous obtenons 
£^(70, 71, 7oo) - ® i^^'°(S,C)^,) . 

(70,71,700) 

Pour finir la démonstration, il suffit d'appliquer le lemme suivant. □ 
Lemme IV.5.14. Pour tout i e {0, . . . ,n}, on a 

C si {-foWi} + {-fiWi} + {-fooWi} = 2 ; 



sinon. 
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Remarque IV.5.15. Nous avons l'inclusion suivante 

^(7o,7i,7oo) C (/(7o)U^(7i)U^(^~))'- 

Soit X un caractère du groupe H . Avant de démontrer ce lemme, nous allons 
d'abord calculer la caractéristique d'Eulcr e(P^, (vr^Çs)^) dans les lemmes IV. 5. 16 et 
IV.5.17 puis le lemme IV. 5. 19 calculera //^(S.C)-^. 

Pour tout ouvert U dans P^, notons liQ^-n^^iU)) le nombre de composantes con- 
nexes de t:~^{U). Le groupe H agit transitivement sur 7r*Çs(t/') = C'*°*^'^ ^^^^^ en 
permutant les coordonnées de C'*°*^'^ ^^u)). Posons 

(7r,Çs)x(f^) = {x& C'^o(7r-i(C7)) \ yheH,h-x = xih)x}. 

Notons J-' le faisceau {h^Çy.)^. Comme tt : S — >• est un revêtement ramifié aux 
points 0, 1 et oo de P^, le faisceau |pi-{o,i,oo} est un faisceau localement constant de 
rang 1. En effet, une fonction constante / : 7r~^(C/) — > C, qui vérifie f{hx) — x{h)f{x) 
pour tout {h,x) & H X Tr~^{U), est déterminée par sa valeur sur une composante 
connexe de 7r"^(C/). 

Lemme IV. 5. 16. On a l'égalité suivante : 

e(P\ J^) = e(P^ - {0, 1, oo}, |pi-{o,i,oo}) + dimc J^o + dimcJ^i + dimc J^oo 
où e est la caractéristique d'Euler. 

DÉMONSTRATION DU LEMME IV. 5. 16. On a la Suite exacte de Mayer-Vietoris 
suivante : 

• • • ^ H\,^,^^^{¥\T) H\¥\T) //|o,i,oo}(P' - {0, l,oo},.F |pi_{o,i,oo}) - • • • 

011 ^ oo}(^^ désigne la cohomologie à support dans {0, 1, oo}. Nous en dédui- 
sons l'égalité suivante : 

e(^{o,i,oo}(P\ •^)) - e(P\ -F) + e(pi - {0, 1, oo}, ^ |pi_{o,i,oo}) = 0. 

Comme nous avons 

<Hlo,i,oo}i^\ = e{Hl,^{¥\ :F)) + e{Hl,^{¥\ T)) + e{Hl^^{¥\ T)), 

il suffit de montrer que e(if^Q-|^(P^, .F)) = dimc J-q- Soit V un disque ouvert centré en 
ne contenant ni 1 ni oo tel que dimc.F(y) = dimc.Fo. Le lemme d'excision nous 
donne la suite exacte suivante : 

> H\o}iy^ ^ W) > H\V, T \v) ^ E\V - {0}, T |y-{o}) 
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Nous obtenons l'égalité 

e(i/fo}(V^,-^ k)) - e(V^,^ \v) + e{V - {0},^ |v-{o}) = 0. 

Or comme JF |v^-{o} est un faisceau localement constant de rang 1, d'après 
[DM86] p.U, nous avons e{V - {0},J^ \v-{o}) = e{V - {0}) = car - {0} 
est homéomorphe à S^. 

Finalement, nous obtenons e{H'^Qy{V,J^ |y)) = e{V,J^ |y). Le complexe de fais- 
ceaux (tt^S^)^, défini dans la démonstration du théorème VIII. 3, est une résolution 
acyclique pour le foncteur r(P^, •) du faisceau J^. Nous en déduisons que le complexe 
{7r*S^)^ \v est une résolution acyclique pour le foncteur r{V,-) du faisceau JF \y. 
Comme V est convexe, le lemme de Poincarc et le théorème V111.3 impliquent que 
H\V,J-' \v) = pour i > 0. Nous en déduisons que e{V,J-' \v) = dimciï°(V,JF |y 
)■ □ 



Lemme IV. 5. 17. Soit x un caractère non trivial de H. On a 

-1 si x(e2^'^To) ^ 1, x(e2^'^^i) 1 et xle^^'^T-) ^ 1 ; 
sinon. 



(7r*Çs)x) 



Remarque IV.5.18. Rappelons que H est engendré par e^^'^To , e^^'^'^i et e^^'^'^- et 
que 7o + 7i +7oo e N c'est-à-dire que g^^'^To g2i7r7i ^2171700 ^ Nous en déduisons que 
si X est un caractère non trivial de H alors le cardinal de l'ensemble {j G {0, 1, 00} | 
X(e^*''^-' ) = 1} est au plus 1. 

DÉMONSTRATION DU LEMME IV. 5. 17. D'après le lemme IV.5.16, il suffit de 
calculer les nombres e(P^ — {0, l,oo},jF |pi_j-o,i,oo})) dimc^o, dimc-^i et dimc^oo- 
D'après la relation (2.2.1) de [DM86], on a 

e(P^ - {0, 1, 00}, |pi-{o,i,oo}) = e(P^) - e({0, 1, 00}) = 2 - 3 = -1. 

Montrons l'égahté suivante : 

fl six(e2-'^°) = i; 

dimc -ro — < 

[0 si x(e2"'^°) 7^ 1. 

Soit V un voisinage ouvert de tel que dimc ^(V) = dimc J-^q et que le nombre 
de composantes connexes de 7r~^{V) soit #if/(e^*''^"), où (e^*'"^") est le sous-groupe 
engendré par e^'^'^'^°. La condition x{^'^^^'^°) — 1 6st équivalente à l'existence d'un 
élément non nul dans J-'iV). Ainsi nous avons 

dimc JF(y) = 1 ^ x(e'^''''°) = 1- 
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Le même raisonnement pour les points 1 et oo et la remarque IV.5.18 nous donne 
l'alternative suivante : 

- soit xie^'""^") 7^ l,x(e^'''^0 7^ 1 et x(e^^^^°°) 7^ 1 et alors dimjTo = dimjTi = 
dim J^oo = ; 

- soit il existe 7 G {7o,7i,7oo} tel que xl^^*'^^) = 1 et alors dim^o + dimjFi + 
dimjF;^ = 1. 

□ 

Les deux lemmes précédents IV.5.16 et IV. 5. 17, nous permettent de calculer 

Lemme IV. 5. 19. Soit x un caractère non trivial de H. On a 

C si x(e2^'^^o) 1, x(e^'''^') 7^ 1 et x(e^^''^°°) 7^ 1 ; 
sinon. 

DÉMONSTRATION DU LEMME IV. 5. 19. Montrons que 

Le théorème VIII. 3 implique que H^{F^,T) — H^ÇE^Ç-^)^ pour tout j. Or E est 
connexe donc H^ÇE^Ç-^) = C et H'^ÇE^Ç^) — C. Puisque x n'est pas le caractère 
trivial, nous avons H^{E,Çj^)^ = H'^{E^£^y)x ~ ^■ 

Finalement, d'après le théorème VIII. 3 et le lemme IV. 5. 16, nous obtenons 

dimc H\E, Cs)x = dimc H\F\ = -e{F\ J^). 

□ 

Il nous reste à démontrer le lemme IV. 5. 14. 

DÉMONSTRATION DU LEMME IV. 5. 14. Rappelons que tt : S ^ est un 
revêtement ramifie aux points 0, 1 et 00 de de groupe d'automorphismes H ovlE 
est une surface de Riemann compacte. Nous avons 

#7r-^(0) = #///o(e2^-^o) ; 

#7r-i(l) = #i//o(e2^-^0 ; 

#7r~^(oo) = #iJ/o(e^^"T°°). 

D'après le lemme IV.5.19, nous pouvons nous restreindre au cas où 
^e(/(7o)U/(7i)U/(7oo)r- 
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- Montrons d'abord que si H^'^{'E,C)^^ — C alors i G ^«,(70, 7i, 7oo)- 

Notons t la coordonnée sur — {00}. Soit / une fonction holomorphe sur 
E. Posons eu = f7r*{dt/t{t - 1)). 

Nous cherchons une condition sur / pour que 

(i) u soit holomorphe ; 

(ii) on ait {h~^)* lu = Xi{h)u} quelque soit h dans H. 

Soit zq la coordonnée dans un voisinage d'un point de 7r~^(0). Dans ces coor- 
données, la 1-forme holomorphe 7r*{dt/t{t — 1)) s'écrit 

o{e'^'--^)dzo/zo{4''^'^''°^ - 1) 

où o{e'^"^'^^°) est l'ordre de e^"^'^'^° dans H. La condition (ii) avec h — 
6^^^'^'"'° se traduit par 

/(exp(-2^/^7r/o(e2^'^^°))zo) = exp(2v^7r7o«;0/(^o). 

Posons /(zo) = E n>îi() ^n^o avec a„Q 7^ 0. Cette condition sur / impose que si 
On 7^ alors 70^1 + n/o(e^^^'^'''°) est dans Z. Ainsi, nous avons 

no/o{e^^^'^'^°) = — {7oWj} + ag avec «o £ ^• 

La condition (i) implique que uq > 1 c'est-à-dire Œq > 1 car œq est un entier 
supérieur ou égal à l/o{e'^''^'^^°) + {'joWi}. 

Nous en déduisons que le nombre de zéros de lu comptés avec multiplicité^ 

aux #i7/o(e2^'^To) points de 7r-^(0) est 

(IV.5.20) (no - l)#i//o(e2^'^^°) = ifH{-{^oWi} + «0 - 1/0(6^^"^°)). 

Les conditions (i) et (ii) appliquées dans un voisinage d'un point de 7r~^(l) 
impliquent que «i > 1 et que le nombre de zéros de lu comptés avec multiplicité 
aux / o{e^^^^^) points de tt~^{1) est 

(IV.5.21) #//(-{7i«;,} + «1 - l/o(e2^-^0)- 

Soit Zoo la coordonnée dans un voisinage d'un point de 7r^^(oo). Dans ces 
coordonnées, nous avons 

7r*(dt/t(t - 1)) = -o(e2^'^^-)rfz/(l - ^"(e^^---)). 

^Ne pas confondre la multiplicité des zéros et la multiplicité des points de ramifications. Chaque 
point de ramification de 7r^^(0) a pour multiplicité o(e^^^^'^'^"). Dans notre calcul, nous comptons 
les multiplicités des zéros sans les multiplicités des points de ramifications. 
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De même, les conditions (i) et (ii) impliquent a^o > et le nombre de zéros de 
uj comptés avec multiplicité aux / o{e'^^^'^'^°°) points de 7r~-'^(oo) est 

(IV.5.22) #i/(-{7ooW^^} + «oo + 1 - 1/0(6^^'^^-)). 

La formule de Riemann-Hurwitz nous donne le genre de S, noté gs. 

(IV.5.23) 2^s-2 = #//fl ^ ^ ^ 



01 e^v^'^To ) o( e^v^'^Ti ) o( e^^'^'i° 



Comme io est une 1-forme holomorphe sur une surface de Ricmann compacte 
E, la somme de ses zéros vaut 2gY, — 2. D'après les relations (IV.5.20), (IV. 5. 21), 
(IV.5.22) et (IV.5.23), nous en déduisons 

{loWi} + {72Wi} + {7ooWi} = «0 + ai + «oo- 

Vu les conditions sur «o, cci et a^o, l'égalité ci-dessus n'est possible que si «o = 

«1 = 1 et «oo = 0. 

Pour finir la démonstration, il suffit de démontrer que si i7^'°(S, C)^. = 
alors {wj7o} + {wf^i} + {wf^oo} 7^ 2. D'après le lemme IV.5.19, nous avons 
l'implication suivante 

^ ^ I{lo)\Jl{li)[Jl{loo) ^ H\^,C)^^ = C. 
Or, nous avons la décomposition 



Ainsi si H^'°ÇL,C)y^ = alors //^■°(E, C)^-i = C. Puis la première partie de 
la démonstration implique que nous avons 

{-Wi7o} + {-Wiji} + {-Wi7oo} = 2 

c'est-à-dire 

{wao} + {wai} + {Wj7oo} = 1 7^ 2 

car pour i ^ /(70) U -^(7i) U -^(7oo), nous avons {-w^j} = 1 - {wijj} pour 
tout j e {0, 1, 00}. 

□ 

Les applications evj de la définition IV. 5. 5 sont simplement des inclusions na- 
turelles de IP('U^/(7o,7i,7oo)) dans F{w) ^2i7,-,^ , pour j dans {0, 1, 00}. 

Le corollaire suivant calcule l'expression du 3-tenseur (•, -, •) dans la base rj de 
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Corollaire IV.5.24. Soient r]^'-^,r]!!^l et r]^-^ des éléments de la baser}. 

(1) Si 7o + 7i + 7oo n'est pas un entier, alors {v^°,V^l:VjZ) ^ 

(2) Si 7o + 7i + 7oo Gst un entier, alors on a 

n 



ie (70,71 i7oo) 

SI 



n 



J2 deg^'\rii)^2n; 



ie{0,l,oo} 

î6/(7o,7l,7oo) 

sinon. 



DÉMONSTRATION. (1) La première partie du corollaire découle de la défini- 
tion et de la formule 11.1.2. 



(2) Notons wo,i,oo := «^7(70, 71 ,700)- Soient 70, 71 et 700 dans S"^ tels que 7o+7i+7o 

ho ' ''71 ' '7oo ' 



soit un entier. Par définition, (^7^", r/f^ , est non nul si 



do + di + doo + rang{E{jo, 71, 700)) = dimcP(wo,i,oo)- 
Sous cette condition, qui est exactement X^jg^o 1 00} 

deg°'^{r]^) = 2n (cf. la 

formule (IV.5.12)), nous avons 



/•orb 



n •"'/ 

i6J„ (70,71 ,7oo) •^^("'0.1.-) 



Cl(gF(^o,i,oo))(PgcdKl,oo)) y""^"°'^-^ 

pgcd(wo,i,oo) / 



Puis la proposition IV. 3. 13 termine la démonstration. 

□ 

Exemple IV.5.25. Pour l'exemple w — (1, 2, 2, 3, 3, 3), nous allons regrouper les 
3-tenseurs non nuls selon le triplet (7o,7i,7oo)- Pour (70,71,700) = (0,0,0) le fibré 
obstruction est de rang et nous avons 

iVo, Vl Vl) = 2-23-^ (77o\ vl, VÎ) = 2-23-^ 

(77o\ 77o^ 77o) = 2- 
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Ceci va nous donner le cup produit sur iï"*(|P(l, 2, 2, 3, 3, 3) |) (cf. le théorème IV.5.8). 
Pour (70, 7i, 7oo) = (0, 1/2, 1/2) le fibré obstruction est de rang et nous avons 

ivl vl/2) = 2-', ivl VÏ/2, VÏ/2) = 2-'. 

Pour (70, 71, 7oo) = (0, 1/3, 2/3) le fibré obstruction est de rang et nous avons 

(^0' ^1/3' ^2/3) = 3 ^, (^05 ^1/3' ^2/3) = 3 ^, 

(^0' ''^1/3' ''^2/3) = 3 ^, (^0' ''7Î/3' ''72/3) = 3 ^. 

Pour (7o,7i,7oo) = (1/3, 1/3, 1/3), le fibré obstruction est 0{2)®0{2) et nous avons 

(^V3>^V3>^?/3)=4.3-^ 

Pour (7o,7i,7oo) = (2/3,2/3,2/3), le fibré obstruction est 0{1) et nous avons 

(^2/3> ^2/3> ^2/3) = 1-3 ^■ 

D'après la définition 4.1.3 de l'article [CR04], le cup produit orbifold est défini 
par l'égalité {a, 7) = (a U (3, 7). Comme (•, -, •) est symétrique en ses 3 arguments, 
{H*j.^(F{w), C), U, (•, •)) est une algèbre de Probenius graduée. 

Corollaire IV. 5. 26. Soient r]^° et r]^] des éléments de la base rj. On a 




ou 



K{7o: 7i) := Jw (70, 71, {1 - {70 + 7i}}) |J ^({7o + 7i}) - ^(7o) H /(71) 

Remarque IV.5.27. (1) Si ci > ô{{-fo + 7i}) alors vf-yo+^i} = 0- 
(2) Pour tout j & Sw et pour tout d G {0, . . . , 5(7)}, nous avons 

77o^ U 77^ = 77^+\ 
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DÉMONSTRATION. D'après la définition du cup produit orbifold, nous avons 

7e Su, 

56{0,...,5(7)-l} 

La remarque IV.4.5 nous donne le dual de rj^. Le corollaire IV. 5. 24 et la formule 
(n.1.2) impliquent que si {r)^°, r]^l,r]^) ^ alors 7 = 1 - {70 + 71}. 
Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que la condition 

deg°^^<°) + deg°^^«^) + deg°'-'^«) = 2n 

est équivalente à 

S = a({7o + 71}) - 1 + <^({7o + 71» - deg°'^'^«°)/2 - deg-^«)/2. 

□ 



Exemple IV.5.28. Pour les poids w = (1, 2, 2, 3, 3, 3), nous donnons la table du 
cup produit orbifold dans la base rj. 
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La partie en haut à gauche est simplement le cup produit sur H*{\F{1, 2, 2, 3, 3, 3)|). 
Parmi ces produits, le calcul explicite du fibre obstruction est nécessaire pour les 
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produits 

^1/3 U r7?/3 = 4.772/3 où le fibre obstruction est 0(2) © 0(2); 

7/2/3 U ^2/3 = l-''?i/3 OÙ le fibre obstruction est 0{1); 

V2/3 ^Vys = 1-^1/3 où le fibre obstruction est 0{1). 



CHAPITRE V 



Cohomologie quant ique orbifolde des espaces projectifs à 

poids 

V.l. Les invariants de Gromov-Witten orbifolds 

Nous suivons le paragraphe 2.3 de l'article [CR02]. 

DÉFINITION V.1.1. Une courbe nodale de genre avec k points marqués est la 
donnée suivante : 

- un ensemble fini I et pour tout i dans I , une application continue (pi : Ci ^ C 
entre une courbe complexe lisse de genre et un espace topologique ; 

- k points distincts sur C , notés z := {zi, . . . , z^)- 
Ces données vérifient les conditions suivantes : 

(1) l'espace topologique C est la réunion des ipi{Ci) ; 

(2) pour tout Pi dans Ci, il existe un voisinage Up. de pi tel que l'application 
(fi \up,: Up^ C soit un homéomorphisme sur son image; 

(3) pour tout p dans C, nous avons ^ï'^ip) < 2 ; 

(4) pour tout Zj G z, nous avons '^i^i^ip) = 1 ; 

(5) l'ensemble des points nodaux {p G C | ~ 2} est fini. 

Remarque V.l. 2. (1) Les points nodaux ne sont pas marqués. 

(2) Nous dirons qu'un point p & Ci est marqué (resp. nodal) si nous avons 
(Piip) G Z (resp. (pi{p) est nodal). 

Une application 9 : {C, z) — > (C, z') est un isomorphisme si 9 est un homéomor- 
phisme qui se relève en un biholomorphisme 9ij : Ci sur chaque composante 
Ci de C et si 9{zi) — z'i- 

Pour tout (t,r) G R+ x (M+ - {0}), posons X{t,r) = {{x,y) G | |x|, \y\ < 
r,xy = t}. Le groupe ^„ agit sur X{t,r) par la formule ({x,y) = {(x,(~^y)- Notons 
(Pn '■ X(t,r) X{f\r"-) l'appUcation qui à {x,y) associe (a;", y"). Nous en déduisons 
que le triplet r), est une carte de X{t"',r"'). 
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DÉFINITION V.1.3. Une orbicourbe nodale est une courbe nodale marquée (C, z) 
avec une structure orbifolde qui vérifie 

(1) tout point orbifold Pi de Ci, c'est-à-dire ^Gp^ > 1, est un point marqué ou 
un point nodal ; 

(2) pour tout point Zj G z, il existe une carte d'un voisinage dep qui est donnée 
par le revêtement ramifié z i— > z"^^ ; 

(3) pour tout point nodal, il existe une carte donnée par {X{0, ri), /Lt„^, (fine)- 

Notons {C, z,m,n), ou plus simplement {C,z) quand il n'y a pas d'ambiguïté, une 
telle orbicourbe nodale. 

Un isomorphisme entre deux orbicourbes nodales 

9 : (C, z, m, n) — > (C, z, m, n) 

est une collection d'isomorphismes 9ij entre les orbicourbes Ci et Cj telle qu'ils in- 
duisent un isomorphisme 9 : (C, z) — > (C, z'). 

DÉFINITION V.1.4. Soit X une orbifold complexe et commutative. Une applica- 
tion orbifolde stable est la donnée suivante : 

- une orbicourbe nodale (C, z, m, n) ; 

- une application f : C ^ X continue ; 

- et une classe d'isomorphisme de structures compatibles notée ^. 
Ce triplet (/, (C, z, m, n), ^) vérifie 

(1) pour tout i E I, l'application fi:=fo(fii est holomorphe de Ci dans X ; 

(2) pour tout point zi marqué ou nodal, le morphisme de groupes induit par ^ de 

Czi dans Cf(^z,) est injectif; 

(3) et si fi est l'application constante sur Ci alors Ci a au moins trois points 
singuliers (i.e. nodal ou marqué). 

Nous munissons l'ensemble des applications orbifoldcs stables d'une relation 
d'équivalence de la manière suivante. Nous dirons que les deux applications orb- 
ifoldcs stables (/, (C, z, m, n), ^) et [f ,{C' , z' ,m' ,n'),^') sont équivalentes s'il 
existe un isomorphisme 

e : (C, z, m, n) ^ (C, z', m', n') 

tel que f o 9 = / et que l'image inverse de Ç, par 9 soit isomorphe à No- 
tons [f,{C,z,m,n),^] la classe d'équivalence de l'application orbifolde stable 
(/, {C,z,m,n),C). 
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Soit (/, (C, z,m,n),^) une application stable. Nous pouvons associer à cette ap- 
plication stable la classe d'homologie dans H2{\X\,Z) définie par /*([C]) = J^iif ° 
^i)*[Ci]. Cette classe d'homologie ne dépend que de la classe d'équivalence de l'ap- 
plication stable. Pour chaque point marqué Zi, la classe de structure compatible ^ 
induit un monomorphisme de groupes /tj : G^. Gf(^z,)- Ce monomorphisme ne 
dépend que de la classe d'équivalence de l'application stable. 

Rappelons que TiX — IJ^ex ~ LI(g)eT -^(g) ^(3) composante 
connexe (cf. paragraphe IV. 3. a). Nous avons une application d'évaluation, notée 
ev, qui à chaque classe [/, (C, z, m, n), ^] d'applications orbifoldes stables associe 
((/(^i), «:i(e2W™i)), . . . , (/(^^)^ «:,(e2-/-'=))) e EX^ 

Une apphcation orbifolde stable (/, (C, z, m, n),^) est dite de type {gi, . . . , Çk) si 
((/(^i),/s:i(e2-/™i))^...^(/(^^)^^^(e2-/-.))) appartient à X(,,) x S'il n'y 

a pas d'ambiguïté dans la notation, nous écrirons g pour le /c-uplet {gi, . . . , gk). 

DÉFINITION V.l. 5. Soit X une orbifold complexe et commutative. Soit A e 
iï'2(|V|,Z). Nous définissons Aik{A, g) l'espace de modules des classes d'équivalence 
des applications orbifoldes stables avec k points marqués, de classe d'homologie A et 
de type g, c'est-à-dire 



MkiA,g) 



[{f,{C,z,m,n),0]\4^^z = k,MC]=A, 
ev{f, (C, z, m, n), e ^(si) x • • • x 



D'après les résultats de l'article [CR02] (cf. proposition 2.3.6), l'espace de mod- 
ules Aik{A,g) est un espace topologique compact et métrisable. Chen et Ruan 
définissent également une structure de Kuranishi pour l'espace de modules Aik{A, g) 
dont la dimension est donnée par le théorème suivant. 

Théorème V.l. 6 (cf. théorème A de [CR02]). Soit X une orbifold complexe 
et commutative. La dimension^ de la structure de Kuranishi considérée par Chen et 
Ruan de M.k{^,g) est 

2 ci(TX) + dimc X-3 + k-J2 «^e(^0 j • 

Cette structure de Kuranishi définit (cf. théorème 6.12 et le paragraphe 17 de 
l'article [F099]), une classe d'homologie, appelée classe fondamentale de la structure 



^Dans la littérature, on la trouve également sous le nom de dimension attendue ou dimension 
virtuelle. 
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de Kuranishi, 

(V.1.7) ev4ATk(A,g)] e i/2(j^ei(TX)+n-3+fe-Eti«5e(Si))^^(5i) ^(a,h C) ■ 

Pour chaque i G {l,...,k}, soit une classe dans C) C 

H^*^(P{w),C). La formule (1.3) de [CR02] définit les invariants de Gromov-Witten 
orbifolds par 

(V.1.8) *4 : H*{X^,,), C) ® • • • H*{X^,,), C) ^ C 

«1 (8) • • • (8) ctfc I — )• / «1 A • • • A ctfe. 

iev*[74k(A,g)] 

V.2. Potentiel de Gromov-Witten pour F{w) 

Dans ce paragraphe, nous allons définir le champ d'Euler et le potentiel de 
Gromov-Witten. Dans la proposition V.2.11, nous montrons que le potentiel est ho- 
mogène par rapport au champ d'Euler et nous calculons certaines conditions initiales 
de la structure de Probenius sur H*(P{w),C). 

Nous commençons par un lemme qui va nous permettre de calculer la classe de 
Chern orbifolde du fibré TF[w). 

Lemme V.2.1. Nous avons une suite exacte défibrés 

> Ç e'p(^)(wo) © • • • © Op(^)(w„) TF{w) > 

où C est le fibré orbifold trivial de rang 1 sur F{w). 

Si les poids sont tous égaux à 1, ce lemme est bien connu : on peut le trouver au 
paragraphe 3 du chapitre 3 de [GH94]. D'ailleurs la preuve de ce lemme s'inspire de 
la preuve donnée dans le livre de Grifîiths et Harris. 

DÉMONSTRATION DU LEMME V.2.1. Pour démontrer ce lemme, nous allons 
d'abord construire les morphismes de fibrés puis montrer que la suite est exacte. 

Pour tout p e P(u'), soit (C/p, Gp, tt^) une carte d'un ouvert Up, qui contient p, 
dans l'atlas ^(|P(w)|) qui trivialise les fibres Op(^)(wo)©- ■ ■®0^yj){wn) et rP(u'). Il 
existe un unique i G {0, .... n} tel que Up C Ui. Dans la suite, nous allons supprimer 
l'indice p à la carte {Up, Gp, Hp) pour ne pas alourdir les notations. 

Nous allons d'abord construire un morphismc de fibres, note 99, entre Op(^yu){wo) © 
• • • © Cp(u,)(u'„) et TP(w). Notons yo, . . . ,yn les coordonnées sur U. Une base du 
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fibré tangent à U est formé par les champs de vecteurs 9^^. := d/dyk pour k ^ i. 
Considérons l'application linéaire (id, Ipjj) 

Ù X C^+i -^Ù xU" 

(y, vq,..., Vn) ^ (~^^°^* + ^2/0 ^ ^ ^ ("■^^"^^ '^^") 

011 i signifie que le terme en position i n'apparaît pas. Remarquons que cette appli- 
cation est surjective et que Ker i^^(y) = <C{yQWQ, . . . , ynWn)- 

Pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute injection a : 
U C Ui ^ V C Uj, nous avons 

D'après les notations IV. 1.9, nous avons 

(1) soit i — j et alors a{y) — Çy avec Ç dans /J,^, 

(2) soit i j et alors 

«(y) = (wy^^"^•••,l.,■■■,yn/y^^'""). 

Dans le cas oii i = j, nous avons 



oùy = {yo, ...,li,...,yn) et v = {vq, ...,Vn). 
Nous en déduisons que 

^^oi;^<'(-^\y){v) 
Dans le cas où i 7^ j, nous avons 



— C"yoV^ + ^;oC"" , . . . , ^, . . . , -C"ynV^ + C""^ ^ 
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où tk = Uk/yT''"' pour /c e {0, . . . , n} - {j} et 



dtk 
dye 



est une matrice de taille n x n (cf. (IV.5.9)). Nous en déduisons que 



Wo, Vj Vo 
ÎO r 



Wo/Wj 



" l Vj Vn 1 „ 

dto + ---+J + ---+{ -tn^ + dt„ 



Vj y] 
D'un autre côté, nous avons 

D'après l'égalité (IV.5.11), pour i ^ i nous avons 



a 



ye 



Wk yk 

k=0 11 ■' 



-dt^ si £ = j" ; 



si £ ^ j. 



Le terme devant dans 



H hiH h ( -—ynVi + Vnj dyn 
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est 

Le premier terme de (V.2.3) vient de l'égalité dy^ = l/yj°^^' dt^ et le deuxième terme 
de (V.2.3) vient du terme A; = dans l'égalité 

n 

Wk IJk 



Nous faisons le même raisonnement pour les termes devant les dt^. pour k ^ j et 
nous obtenons l'égalité (V.2.2). L'ensemble des applications îp^ définit par passage 
au quotient une application (p : (BO{wi) — > TF{w). Comme nous avons l'égalité 
(V.2.2) qui est satisfaite pour toute injection a, nous en déduisons que ip est un 
morphisme surjectif de fibrés entre ©C(wj) et TP(w). 

Maintenant, nous allons construire un morphisme injectif de fibrés, noté entre 
le fibré trivial de rang 1, noté C, et le fibré ®0{wi). Considérons l'application (id, $^) 

ÛxC — >Ùx C"+^ 
(y, v) I — > {y, vyowo, . . . , vy^Wn) 

Remarquons que lm$£^(|/) = C{woVo, . . . ,WnVn) = KeTipfj{y). De même que 
précédemment, pour construire ce morphisme, nous allons montrer que pour toute 
injection a : U G Ui ^ V G Uj, nous avons 

(V.2.4) Vr^"*^ o = o 

Nous séparons les cas j — i et j i. Dans le cas j — i, nous avons 



Un calcul direct montre l'égalité (V.2.4). 
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Dans le cas j ^ i, nous avons 

i^r^''Hy)iv) - {VvT^ = (^o/2/^/"^ . . . , vjy;-'-^) . 

Nous en déduisons que 

ho^j;^(y)(v)^^y(a(y))(v) 

VO Vn 
-, — VWo, ■ ■ ■ , -, — VU 

D'un autre côté, nous avons 



n 



I -VWo, • • • , 1 — VWr^ 

.Vj Vj 

Nous en déduisons l'égalité (V.2.4). La même raisonnement que précédemment nous 
montre que nous avons un morphisme de fibrés $ : Ç — > ®0{wi). Comme l'applica- 
tion $^ est injective, le morphisme de fibrés est injectif. 

Comme les applications îp^ et $^ sont de rang constant (rangi^^ = n et 
rang$^ = 1), la proposition 111.2.14 implique que les fibrés Ker(/9 et lm$ sont bien 
définis. Comme Ker^^(î/) = Im$^(|/) pour tout y & U, nous avons bien une suite 
exacte de fibrés 

— > ç Op(^)(wo) e • • • e o^^){wn) tf{w) — > o 



□ 



Dans le suite de ce chapitre, pour tout i G {0, . . . , — 1}, nous posons 

(V.2.5) Vi = V{l-s(^)} ■ 

Le lemme V.2.1 et la proposition 111.4.13 implique que 

c{TF{w)) = c(C>p(^)(wo) © • • • ® Op(^)(w„)) 



J](l + Ci(Op(^)(w;,))) 

1=0 

n 

Ylil+WiTJi). 



i=0 
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Nous en déduisons que 

(V.2.6) ci{TF{w)) = firii. 

Soient •ji, . . . dans Sw Quand il n'y a pas d'ambiguïté, nous noterons 7 = 
(71, . . . , 7fc). D'après le théorème V.1.6, nous avons 

degev* [Mk{A,j)] = 2 ^yu^r^i +n - 3 - ^0(7^)^ . 

Soient to,. . . , tn-i les coordonnées de H^*^{F{w),C) dans la base rj. Posons T :— 
Yli=o ^iVi- Le potentiel de Gromov-Witten orbifold de l'espace projectif à poids F{w), 
noté F"^^ , est défini par 

pGW ._ ^ ^ ^fc.^l^^ ■ ■ ■ ,T) 

k>0 AeH2(rCu'),^), ^' 

Lemme V.2.7. Le potentiel de Gromov-Witten de F{w) est de la forme suivante 

a 

DÉMONSTRATION. Comme les invariants de Gromov-Witten sont linéaires en 
chaque variable, nous obtenons 

D'après la formule (V.1.8), l'invariant -y(?7o^"°, ■ ■ ■ , Jy^-^^i"^) n'a de sens que si 
7 — (s(0) s(0), .s(// — 1) — 1)). Ainsi, il est inutile de sommer sur 

— v— ' ^ V- ' 

ao fois a^_i fois 

les 7 dans dans la formule du potentiel. D'après le théorème V.1.6 et la formule 
(V.1.8), si ^j^i ■ ■ ■ , est non nul alors nous avons l'égahté^ 

(V.2.8) n / 77i + n- 3 = V ai{a{i) - 1). 

Ainsi, si l'on fixe a, la classe A est déterminée par l'équation ci-dessus. Ce qui termine 
la démonstration. □ 



"'Il suffit de vérifier que deg°'^'^ rji = 2a{i). 
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D'après la démonstration ci-dessus, nous pouvons omettre l'indice 7 dans la no- 

Remarque V.2.9. Soit V une variété complexe projective. Posons H*(y,C) = 
©jCAj oia Ai appartient à H^^^'^^'^V, C). Soit (U) les coordonnées plates, par rapport 
à la dualité de Poincaré, sur H*{V, C). D'après le paragraphe 7.4.4 du livre de Manin 
[Man99] , le champ d'Euler est défini par 



OÙ n est défini par Ci{TV) = E6|degAb=2^^&- 

Dans notre cas, nous avons deg°'^'^(?7î) = 2a{i) (cf. propositions IV.3.14 et II. 2. 6 ) 
et ci{TF{w)) — fjLTji (cf. égalité (V.2.6)). Nous définissons le champ d'Euler par 

(V.2.10) e = 5^(1 - a{k))tkdt,+fidt,. 

k=0 

Proposition V.2.11. (1) Le potentiel est homogène de degré 3 — n par rap- 
port au champ d'Euler modulo l'addition d'un polynôme de degré inférieur 
ou égal à deux. 

(2) La matrice A^^ := id— V(B dans la base rj est 

diag((j(0),...,(j(/x- 1)). 
Cette matrice vérifie + A^^ — nid. 
DÉMONSTRATION. (1) Le coefficient devant t"/a! du potentiel F'^^ est 

Le coefficient devant t"/a! de e • est 

K\ (%^"°' ■ ■ ■ ' en f E Ml - + i^K\^i{vr,vr'^' ■ ■ ■ , vTn- 

\k=0 / 

D'après l'axiome du diviseur (cf. théorème 3.4.2 de l'article [CR02]), nous 
avons 



J A 
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Nous en déduisons que le coefficient devant t"/a! de (*F^^ est 

,k=0 

Puis l'égalité (V.2.8) finit la démonstration. 

(2) Les coordonnées tQ,...,tn^i sont plates pour la forme bilinéaire non 
dégénérée (•,•). Comme V est la connexion de Levi-Civita associée à (•,•), 
nous avons 

Va,/*, = 0. 

Ainsi, nous obtenons que Vg^^Ê = (1 — c(j))9t^. c'est-à-dire 

= diag((7(0), . . . , (7(/i - 1)). 

La matrice duale A^^ par rapport à la forme bilinéaire non dégénérée (•, •) 
est 

= diag(a(n), . . . , a(0), - 1), . . . , a(n + 1)). 



Pour finir la démonstration il suffit de remarquer que si j + k = n alors 
a{j) + a{k) = n où j + k est la somme modulo /i. 

□ 

V.3. Calcul de certains invariants de Gromov-Witten orbifolds 

Nous rappelons que pour chaque i G {0, ...,// — 1}, nous posons 

Pour calculer les conditions initiales de la variété de Probenius, il nous reste à 
calculer la matrice Aq :— \t=o- Or le champ d'Euler en t = est simplement iidti. 
Il faut calculer les invariants de Gromov-Witten (771, rjj, rjk) pour tous j, k et pour 
tout A e H2mw),Z). 



Théorème V.3.2. Soient j,k dans {0,...,// - 1} tels que 1+j + k = n et 
(t(1) -|- a{j) + a{k) — n ou 1 + j + k est la somme modulo /i. Soit A{j, k) la classe 
dans H2{\F{w)\,Z) définie par l'égalité Jj^^q^-^Vi — i^+j + k — n)//! — s{j) — s{k). 
Nous avons 



Jlieiisij)) ^i) ^ = Mj, k) ; 



sinon. 
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DÉMONSTRATION. Les hypothèses sur j et k impliquent que A{j, k) — 0. Ainsi, 
nous obtenons 



{Vi,Vj,Vk) siA = 0; 
sinon. 



Puis le corollaire IV. 5. 24 termine la démonstration. □ 

Théorème V.3.3. Supposons que ^ et p^ := ppcm(wo, • • • ,Wn) soient premiers 
entre eux. Soient j, k dans {0, . . . , ^ — 1} tels que 1 + j + k ^ n. Pour toute classe 
A dans H2{\f{w)\,C), nous avons ^'3(^71,^7^,%) = 0. 

Avant de démontrer ce théorème, nous allons énoncer un résultat sur les généra- 
teurs de H2{\F{w)\,Z). 

Pour tous i, j dans {0, . . . , fi — 1}, posons pij := ppcm('u;j, Wj) et Vij := Pw/Pij- Sur 
la dernière page de l'article [Kaw73], nous avons le diagramme commutatif suivant 



fw* 

-^H2{\nw)\,z) 




H2{\F{wi,Wj)\,Z)- 

Proposition V.3.4. // existe un générateur, noté D^, de H2{\^{w)\,'L) tel que 
nous ayons 

I Vi^—- 

J Du, Pw 

DÉMONSTRATION. Comme nous nous intéressons à des notions topologiques, 
nous pouvons supposer que les poids sont premiers entre eux. Nous en déduisons 
que les nombres rij sont premiers entre eux c'est-à-dire qu'il existe des entiers Œij 
tels que Ylii j'^ij'^ij — 1- D'après l'article [Kaw73], nous avons 

//2(|PHI,z) = E™(^2(|PK, z)^^2(|PHI,z))- 

Nous posons := ^ CKij[|P('îi'î, 'î^'j)!]- Finalement nous obtenons 

JDu, J\F{wi,Wj)\ 



□ 
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DÉMONSTRATION DU THEOREME V.3.3. Nous allons démontrer la contraposé. 
Soient A e H2{\W'{w)\,Z) et j, k dans {0, ...,// — 1} tels que ^3 (771, rjk) soit non 
nul. D'après l'égalité (V.2.8), nous obtenons 



Ja 



(V.3.5) / = ^^^^^ - - s{k). 

A* 



Comme la classe A est un multiple entier de Dy,, nous en déduisons que 

Pvj{l+j + k-n) 



- Pw{s{j) + s{k)) eN. 



Comme p^y et jji sont premiers entre eux, nous en concluons que 1 + j -\- k = n. □ 



Conjecture V.3.6. Soient j, k dans {0,. . . - 1} tels que 1 + j + k = n et 
(t{1) + (7(j) + a{k) 7^ n. Soit /c) la classe dans H2{\f{w)\,'L) définie par l'égalité 
JA(j,k) ?7i = (1 + J + ^ - ri)/iJi - s{j) - s{k). Nous avons 

Yl Wi\ siA^ A{j, k) ; 



sinon. 



Posons 



{{Vl:Vj:Vk)) 



t=0 



dtidtjdtk 

Les théorèmes V.3.2 et V.3.3 et la conjecture V.3.6 impliquent le corollaire suiv- 
ant. 

Corollaire V.3.7. Supposons que ji et le plus petit commum multiple des poids 
soient premiers entre eux. Soient j, k dans {0, . . . , n — 1}. 



(1) Sil+j + kj^n alors ((ryi, rjj, rjk)) = 0. 



(2) Sil+j + k — n alors nous avons 

m,Vj,Vk)) = <) \-i 

( [Iliei{s{j)) '^i) + + = ^ 

où i{j,k) ■.= i{s{j))unm)- 



100 V. COHOMOLOGIE QUANTIQUE ORBIFOLDE DES ESPACES PROJECTIFS À POIDS 

Pour déterminer la matrice Aq — \t=o, nous utilisons la formule suivante 

^^^^ {du * dtj, dQ. 

Cette formule montre que la donnée des ((r/i, rjj, rjk)) pour tout j, /c G {0, . . . , — 1} 
et la dualité de Poincaré orbifolde (•, •) nous permettent de calculer la matrice A°q. 

V.4. Remcirques sur la conjecture V.3.6 

Dans ce paragraphe, nous nous plaçons dans les hypothèses de la conjecture 
V.3.6 c'est-à-dire que j, k sont dans {0, ...,//— 1} et sont tels que 1+ j + k — n 
et (t(1) -|- a{j) + a{k) ^ n. Notons A;) la classe dans B.i^{w)\^'£) définie par 
l'égalité J^^^. ^^771 = (1 -|- j -|- /c — — — s{k\ Ces hypothèses impliquent que 

(V.4.1) s{k) = {1 - s{3 + 1)} > 0, A{3, k) ^ 0, 

l+j + k = n + ^. 

D'après l'axiome du diviseur (cf. théorème 3.4.2. de [CR02]), nous avons 

\JA{j,k) J 

Lemme V.4.2. Le degré de la classe 

ev. [AÎ2(PH, A{j, k), ({1 - s{j)}, {1 - s{km] 

est 

2dimc {F{w)i^s{j)) x F{w)i^s{k))) ■ 
Remarque V.4.3. D'après (V.1.7) et le lemme précédent nous avons 

ev4ÂÎ2(P(w), A(j,k), ({1 - S(j)}, {1 - S(k)}))] = CSt[P(w)i(sa)) X P(w)i(s(k))]. 

Pour montrer la conjecture V.3.6, il suffit de montrer que cette constante est 



-1 

1 ^v. 



Vi I = + 1) ~ "S(j)) d'après les égalités (V.4.1). 

DÉMONSTRATION DU LEMME V.4.2. D'après le théorème V.1.6, ce degré est 
/X / rj,+n-l- a{{l - s{j)}) - a{{l - s{k)}). 

JA{j,k) 
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D'après les égalités (V.4.1), nous avons 

II r]i = ii{s{j + 1) - s(j)) > 0. 

JA{j,k) 

Nous en déduisons que 

(V.4.4) j = fc-'^^(s(j)), J + 1 = fc°""(s(j + !))• 

D'après l'égalité (II. 1.1), le degré cherché est 

2{ix{s{j + 1) - s{j)) - 2 + ô{s{j)) + a{s{j)) - a{s{j + 1))). 
Or, nous avons 

(V.4.5) i,{s{j + 1) - s{j)) = 1 - a{j + 1) + a{j). 

Nous utilisons (V.4.4) dans l'égalité ci-dessus. Finalement, nous déduisons de la 
proposition II.2.6 que la moitié de ce degré est 

S{s{j)) - 1 + ô{s{j + !))-!= dimcP(w7)/(.(,)) X F{w)i^sik))- 

□ 

Remarque V.4.6. Soient j,k dans {0,...,/i — 1} tels que 1+j + k — n et 
cr(l) + a{j) + a{k) ^ n. D'après les égalités (V.4.4), nous en déduisons que 

j^k^^{s{j)) et k^k^^{s{k)). 

Si nous revenons aux notations du chapitre précédent (cf. (V.2.5)), nous avons 

%=^s;i'ei/^(^(<^-))-)(iP(^).(.(^^^^ 

^. = ^ïïf^ei^^(^(^('=))-)(|p(^.),(^^^^^^^ 

Ainsi, l'invariant de Gromov-Witten ■(/'^'■"'''^^(r^j, r^^) « compte » le nombre de courbes 
de degré A{j, k) qui passent par un point général dans F{w)i(^s{j)) et un point général 
dans F{w)j(^s{k))- 

Dans la suite, nous supposons que les poids sont premiers entre eux deux à deux. 
Dans ce cas, l'espace des lieux singuliers de F{w) est réduit à n + 1 points distincts. 
Ainsi, toutes les applications orbifoldes non constantes sont bonnes de façon unique 
d'après la proposition III.5.10. Nous n'avons donc plus de problème avec les classes 
de systèmes compatibles définis au paragraphe V.l. 

Notons 

(V.4.7) Mj,k := M2(f>H,A{j, k), ({1 - s{j)}, {1 - s{k)})). 
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D'après le lemme V.4.2, nous avons 

degev. pW,-fc =<^ 

\2n SI s[j) = 0. 

Le cas où s{j) — correspond au couple {j, k) — {n, /i — 1). Comme nous avons 



Ja( 



'A(n,/i-l) 

OÙ Wn est le plus grand poids, nous en déduisons que 

/• porh 
^A(n,/.-l) ^^^^ ^ / / ^ 

JA(n,/i-l) JP(«))xP(w)„) 

d'après la proposition IV.3.13. 



Finalement, pour montrer la conjecture V.3.6 dans le cas {j,k) = (n, — 1), il 
faut montrer que cette constante vaut Wn- 

Proposition V.4.8. // existe une unique application f : F{l,Wn) —>■ P(w) holo- 
morphe telle que 

- l'application f se relève en une application holomorphe de C^ — {0} dans C""'"^ — 
{0} dont les applications composantes sont des polynômes ; 

- l'application f envoie les points [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [qq : . . . : 
a„] ^ [0 : ... : : 1] ei [0 : ... : : 1] ; 

- la classe /*[P(1, soit A{n, — 1). 

Avant de démontrer cette proposition, nous allons montrer le lemme suivant. 
Lemme V.4.9. Soit l'application 

/: ni,Wn) PH 

[x:y] I — > [aoa;"'° : ... : a^-ix"""-^ : bnV + a„a;'""] 

Le fibre Op(i,«,„)(l) est isomorphe au fibré /*Cp(u;)(l)- 

DÉMONSTRATION. Comme les poids sont premiers entre eux deux à deux, 
l'ensemble f~^{^{w)^.^,„) est un ouvert dense et connexe. Nous en déduisons d'après 
les propositions III. 5. 7 et III. 5. 10 que l'image inverse du fibré orbifold (9p(^)(l) 
existe. D'après les hypothèses sur les nombres complexes aç,, . . . ,an-i, il existe un 
indice i tel que 7^ 0. Pour simplifier les notations, nous supposerons que i = 
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c'est-à-dire que Oq 7^ 0. Fixons Oq une racine Wo-ième de Oq. Remarquons que 
l'application 

P(l,w„) ^P(h m„) 

[x:y]^[x/a;/"'°:6„y + a„x"'"] 

est un automorphismc de P(l,m„). Quitte à composer par l'isomorphisme ci-dessus, 
nous pouvons donc supposer que a„ = 0, oq = 1 et 6^ = 1 dans la formule de 
l'application /. Notons Uq et Ui les cartes affines de P(l,w„) et Uq,...,U^ les 
cartes affines de P(u'). De manière générale, nous rajouterons un exposant w pour 
les objets définis sur P(u'). Les applications suivantes relèvent f \uo f \ui '■ 

Wn—l 1 \ 

, an-iVo , 1) 



fuoU^ ■ Uo — > Uq 

fuiU^ : Ui — )• 

(yo,l)^(yo"'°,--- 



Comme / est une bonne application orbifolde, nous avons une correspondance bi- 
jective, notée ^, entre les ouverts d'un recouvrement compatible U de |P(l,w„)| et 
les ouverts d'un recouvrement compatible de |P(w)|. Soient U et V deux ouverts 
du recouvrement U tels que U C V. Soit a : U <Z Ui ^ V <Z Uj une injection 011 
i,j e {0,1} et U,V sont deux cartes de respectivement U eiV. Posons 

^max^Q^) = et A;"^^(l) = n. 

Il existe une injection J^{a) : ^ d{vf où diuf C U'j^L...^,) et d{vf C 

f/^ax(j) sont deux cartes de respectivement diU) et qui font commuter le dia- 

gramme suivant 



U C a' " > vca 



tu- Jf^ TT 



3 

V 



fuu^ 
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D'après la proposition III. 5. 7, les fonctions de transition de /*Op(îi,)(l) sont définies 
par 

(V.4.10) i^r'^-'^'\y) := i^7iS'^"\fu.v^^..,, \ij {y)) y y e Ù. 

Nous avons quatre cas à calculer : = (0,0), (1, 1), (0, 1), (1,0). Dans le cas oii 

(i,j) = (0,0), l'injection a est simplement l'inclusion. Nous en déduisons que J-{a) 
est aussi l'inclusion. Nous obtenons que 

^l^r^'-'^'\l,y,){v)^v 

pour tout (l,2/i) G et pour tout v 

Dans le cas où (i, j) = (1, 1), l'injection a est l'action par un élément C, de ix^^ (cf. 
les notations IV. 1.9). Nous en déduisons que !F{a) est aussi l'action par cet élément 
Ç,. Nous obtenons que 

^r''-'^'\yoA){v) = Cv 

pour tout (î/o, 1) G f/ et pour tout f G C. 

Dans le cas oii (î,j) = (0,1), l'injection a envoie (l,yi) sur (l/yj^^", 1) (cf. les 
notations IV. 1.9). Nous en déduisons que l'injection J-{a) est 

(l,j;i,...,Xn) I — > l/xy'""(l,xi,...,x„). 

D'après l'égalité (V.4.10), nous obtenons que 

/ /*C'p(m) (1) /-I \f \ I l/fn 

V'a (l,yi)(^) ^v/y^' 

pour tout (1, î/i) dans U et pour tout G C. 

Dans le cas oià — (1,0), l'injection a envoie (yo, 1) sur (1,1/y^") (cf. les 
notations IV.1.9). Nous en déduisons que l'injection T{a) est 

(Xo, . . . , Xn-li 1) I ^ 1/ xj "(^0; • • • ; Xn-l, 1). 



D'après l'égalité (V.4.10), nous obtenons que 

^r''-'^'\yo,l){v)^vly. 



pour tout (l,yi) dans U et pour tout f G C. 

Nous retrouvons bien les fonctions de transition du fibré Cp(i,«;„)(l) (cf. la 
démonstration de la proposition IV.2.1). □ 
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DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION V.4.8. Existence : L'application 

/: F{l,Wn) PH 

[x :y] I — > [ttox""" : ... : Gn-ix"""-^ : bnV + a„a;'""] 

envoie bien les deux points marqués [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [oq : . . . : a„] 
et [0 : ... : : 1]. Comme [oq : • • • : a„] et [0 : . . . : : 1] sont deux points différents, 
cette application n'est pas constante. D'après le lemme V.4.9, nous avons 

/ r]l= I Ci(C>p(i,^„)(l)) = l/Wn- 

Unicité : Soit h : P(l,u»„) — > P(u») une application qui vérifie les trois condi- 
tions du lemme. Notons une application /i : — {0} — > P(u') qui relève h. Nous 
avons h{\ ■ {x,y)) = A ■ h{x,y) c'est-à-dire que pour tout i dans {0, nous 
avons hi{\ ■ {x,y)) = X^'-hi{x,y). Supposons que hi{x,y) — CiX^y^ avec Cj dans C. 
Nous obtenons l'égalité 



U + VWn — Wi- 



Comme w„ > Wi pour i ^ n, nous en déduisons que 

- si i ^ n alors nous avons v = et u = Wi ; 

- si i — n alors soit v — 1 et u — soit u = Wn et v — 0. 

Comme l'application h envoie [1 : 0] et [0 : 1] sur respectivement [oq : . . . : On] et 
[0 : ... : : 1], nous en déduisons que h — f. □ 

Remarque V.4.11. (1) Si [ao : ... : a^] 7^ [0 : ... : : 1], l'application 

/: ¥{l,wn) PH 

[x : y] I — > [aox"'° : ... : a„_ix"'"-i : 6„y + a^x"'"-] 

est dans l'espace de modules M.n,n-i (cf. notation (V.4.7)). 

(2) Nous allons décrire une autre famille d'applications dans M.n,ij,-i- Soit C :— 
F{l,Wn) U Pi,„,^„ la courbe nodale dont le point nodal de P(l,u'„) (resp. 
K„,wn cf- exemple 111.1.11.(4)) et [0 : 1] (resp. [0 : 1]) (cf. figure 1 ). Les 
deux points marqués sur C sont les points zi := [1 : 0] est Z2 '■= [a : b] ^ 
[1 : 0], [0 : 1] sur P^^ Nous définissons une application g : C ¥{w) sur 
chacune de ses composantes. La composante P^^ est envoyée sur le point 
[0 : ... : : 1] c'est-à-dire que g est constante sur cette composante. 
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Sur la composante P(l, l'application g est définie par 

P(l,w„) F{w) 

[x:y] I — ^ [aoo;"'" : ... : ttn-ix"^"-' : b^y + a„a;"'"] 

oià [ao : ... : an] 7^ [0 : ... : : 1]. L'application stable {C,g) est dans 
l'espace de modules A^n.M-i- 

Pour les applications dans M.n,iJ.-i qui n'ont qu'une seule composante c'est-à- 
dire celles qui sont comme dans la remarque V.4. 11.(1), nous avons le résultat de 
convexité suivant. 

Lemme V.4.12. Soit (oq, . . . , a„) e C"+^ - {0} tel que [ao : ... : an] ^ [0 : ... : 
: 1] dans F{w). Soit bn un nombre complexe non nul. Soit l'application 

/: P(l,^„) PH 

[x -.y] I — > [aox""" : ... : an-ix"""-^ : + anx"""] 

Alors nous avons H^iF^ljWn), f*Q\p{w)\) — où 0|p(«,)| est le faisceau des sections 
du fibre tangent TP(w). 

DÉMONSTRATION DU LEMME V.4.12. D'après le lemme V.2.1, nous avons la 
suite exacte de faisceaux 

0\f>(y,)\ Cp(^)(wo) e • • • e Cp(a,)(w„) Q\w{w)\ o. 
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Comme l'application orbifolde / : P(l,u'„) — > F{w) est continue entre les espaces 
topologiques sous-jacents, nous en déduisons une suite exacte 

^ /*0|PH| ^ /*Oph(wo) © • • • © /*OpH(Wn) ^ re|p(^)| ^ 0. 

Nous avons les égalités entre les faisceaux 

/*C'|p(«;)i = C'|p(i,«,„)i ; 

r0^yj){wk) = Cp(i,«;„)(wfc) pour /c e {0, . . . , n} (cf. lemme V.4.9). 

Comme {\F{l,Wn)\,Omi^y,^)i) = H^{F\Opi) = (cf. l'exemple III.1.17 et la 
remarque IV. 1.1 1.(4)), nous en déduisons une longue suite exacte en cohomologie 

^ {ni,Wn), 0|P(l,t„„)|) ^ H' (P(l, Wn), a(l,«;„)(Wo) © • • • © Op(l,^„) (w„)) 

^ /70(P(l,«;„),rrP(^)) ^ (P(l,«;„),C»|p(i,„„)|) 

^ //i (P(l, «;„), Op(i,^„)(«;o) © • • • © Cp(i,^„)(«;„)) ^ //^ (P(l, w^), f*T¥(w)) ^ 0. 

Pour démontrer le lemme, le suffit de montrer que (P(l, w^), (9p(i,u,.„)(l)) = 0. 
Nous allons utiliser la cohomologie de Cech. Nous recouvrons |P(l,tt)„)| avec les 
ouverts Uq := {[yo,yi\ E \F{l,Wn)\ | 2/o 7^ 0} et Ui := {[yo,yi] E \F{l,Wn)\ \ yi 7^ 0}. 
Remarquons que 

- le faisceau Cp(i,m,„)(1) \uo Gst isomorphe au faisceau des fonctions holomorphes 

sur C ; 

- le faisceau Op(i,tt,„)(l) |i7on!7i est isomorphe au faisceau des fonctions holomor- 
phes sur C* ; 

- le faisceau Cp(i,u,„)(l) \ui est isomorphe au faisceau (tt^C'c)'^"''" où tt : C — > C 
est l'application qui à z associe z"'". Le corollaire VIII.4 montre que 

W (C//u^„, {n.Ocf--) = H' (C, Ocf-- = pour i > 0. 

Le recouvrement Uq, Ui est bien acyclique. Soit s une section de Cp(i^ti,^)(l)(?7o H t/i). 
La carte (f/o,id, tto) de Uq induit une carte {Uq fl Ui ,id, tto) de Uq fl Ui. De même, 
la carte {Ui, n^^,7ii) de Ui induit une carte {Uq fl Ui ,^^^,7ri) de Uq fl Ui. Notons 
yo (resp. yi) la coordonnée sur Uq fl Ui (resp. UoDUi ). Sur UonUi, nous avons 

[1 : yi] = [1/yr : 1]- 
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C'est-à-dire = 1. La section s e Op(i^^„)(l)(C/onC/i) se relève en une application 

s: Û^rOJi — > C 

Posons s^i(î/o) '■= ?/o X]p>o '^p^o'"^- L'application s'i est un relevé d'un élément, noté 
Si, de Cp(i^^^)(l)(f/i). Posons So(|/i) := Sp>o ^-pZ/i ■ L'application sq est un relevé 
d'un élément, noté Sq, de Cp(i,t„^)(l)(?7o)- Montrons que s = Sq |r/on[/i +«1 Ic/onf/i- 

Soit h : UonUi UonUi l'application qui à yo associe l/y^". Nous avons le 
diagramme commutatif 



-1 ih,^h) -0 

UqHUi xC ^UqHUi xC 




c/onc/i 



oii -ï/^ : f/o n [/i 



GL(1,C) est l'application qui à yo associe la multiplication par 

l/yo- Le diagramme ci-dessus montre que si nous avons un relevé : f/o fl f/i — C 
d'une section s[ de fibré Cp(i,«;„)(l) \uonUi, nous en déduisons un autre relevé s'o ■ 

UoDUi C définie par 



(V.4.13) 



où l/yl^""" est dans h^^{yi). L'application s'q est bien définie car la formule (V.4.13) 
ne dépend pas du choix de l'élément dans h~^{yi). Le calcul ci-dessous montre que 
le relevé si induit le relevé sq '■ 

V p>0 / p>Q 

Nous en déduisons que 



Sq o h + Si — s 



V.4. REMARQUES SUR LA CONJECTURE V.3.6 109 

sur UonUi . Finalement, nous obtenons s = sq \uonUi +si |î7on!7i c'est-à-dire que 
nous avons 

H' (P(l,w„),C»p(i,^„)(l)) =0. 

□ 



CHAPITRE VI 



Structure de Frobenius associée au polynôme de Laurent / 

Nous gardons les notations du chapitre II. Soit U := {{uq, . . . ,Un) G C"""*"^ | 
Uq° ■ ■ -u^"- = 1}. Soit f : U ^ C la fonction définie par f{uo, . . . , m„) = Uo + - ■ • + 
Le polynôme / n'est pas exactement celui considéré dans [DS04] mais nous pouvons 
appliquer les mêmes méthodes. 

Un calcul élémentaire montre que les points critiques de / sont les points 



\i=0 / 

où ( est une racine /i-ieme de l'unité. Les valeurs critiques de / sont les nombres 
complexes 



Nous verrons, en utilisant l'article [DS03], qu'il existe une structure de Frobenius 
canonique sur la base de son déploiement universel. 

Soit Aq la matrice /i x /i telle que les seuls éléments non nuls soient en position 
{j + (rappelons que j + 1 est la somme modulo /i) et 



Les valeurs propres de A^ sont exactement les valeurs critiques de /. Ainsi, A^ est 
une matrice semi-simple régulière. 

Soit A^ la matrice /i x /i définie par 



Dans la base canonique (cq, . . . , e^-i) de C^, nous définissons la forme bilinéaire 
non dégénérée g par 






A 



■oo 



diag(a(0),...,(7(/i- 1)). 
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n; 



La matrice vérifie + ^A^ = n • id oii la transposée est définie par rapport 
à la forme bilincairc g. 

Les données {Aq, A^o, g,eo) définissent (cf. théorème L2.3) un unique germe de 
structure de Frobenius semi-simple au point 



y \î=o / \î=o / \î=o 

de C. 

Théorème VI. 0.14. La structure de Frobenius canonique de tout germe de 
déploiement universel du polynôme de Laurent f{uo, . . . ,Un) = Uq + ■ ■ ■ + Un sur 
U est isomorphe au germe de la structure de Frobenius semi-simple définie par les 
conditions initiales {Aq, A^cCq, g) au point 

y \î=o / \î=o / \î=o 

de C. 

Au paragraphe suivant, nous allons résoudre le problème de Birkhofï au point 
de l'espace des paramètres d'un déploiement universel de /. Cette solution sera 
canonique d'après les résultats du paragraphe 5 de [DS04]. Puis, nous allons calculer 
les conditions initiales de la variété de Frobenius. 





VI. 1. Le système de Gauss-Manin et le réseau de Brieskorn eissociés au 

polynôme / 

Soit l'ensemble U := {{uo, ...,Un) e C"+i \ ■ ■ ■ <" = 1}- Soit / : C/ ^ C la 
fonction définie par /(mq, . . . , Un) = uo + • ■ ■ + Un- Dans l'article de Douai et Sabbah 
[DS04], le polynôme n'est pas exactement le même et les poids sont premiers entre 
eux dans leur ensemble. Nous aurons deux types de modifications : l'une pour le 
polynôme et l'autre pour tenir compte du pgcd des poids. 



VI.l. LE SYSTÈME DE GAUSS-MANIN ET LE RÉSEAU DE BRIESKORN DE / 113 

Notons d le plus grand diviseur commun des entiers Wo,...,Wn- Pour 
a — 0, . . . ,d — 1, nous posons 

OÙ c := exp(2i7r/d). Nous avons 

d-1 

U :=[_\ Uc,. 

a=0 

Chaque Ua est isomorphe à un tore complexe (C*)" et la restriction, noté fa — 
iJ'0,a + ■ • ■ + Un,a, f ^ est un polynômc de Laurent. Dans des coordonnées 
convenable, son polyèdre de Newton, enveloppe convexe dans Q" des exposants de 
ses monômes, est un simplexe contenant l'origine dans son intérieur. On peut montrer 
comme dans [DS04] (cf. lemme 1.2) qu'il est commode et non dégénéré^. 

Nous rappelons les notations et les principaux résultats des articles de Douai et 
Sabbah [DS03] et [DS04] adaptés à notre polynôme de Laurent /. 

Le système de Gauss-Manin de est défini par : 

GUa) := n^{Ua)[9,9-']/i9d - dUA)n^-\Ua)[9,9-']. 
Le système de Gauss-Manin de / est défini par : 

G := 9-^]/{9d - dfA)Qr-\U)[9, 9'^ 

Comme U a d composantes connexes, nous avons 

d-1 

(VLLl) G = 0G(/,). 

a=0 

Le réseau de Brieskorn de fa, défini par Go{fa) ■— Im{Q,'^{Ua)[9] — > est 
un C[^]-module libre de rang /i/d. 



^Les définitions ci-dessous viennent de l'article de Kouchnirenko [Kou76]. Soit g <E C[v, v~^] = 
<C[vi,v^^, . . . ,Vn,v~^]. Le polynôme de Laurent g s'écrit g = 'J2i(^Z" ciiV^- Notons Supp(g) := {i € 
Z"^ I ai ^ 0}. Notons r{g) l'enveloppe convexe de Supp(g) — {0}. Le polynôme de Laurent g est 
commode si le point n'appartient à aucune des faces de dimension i pour 1 < i < n — 1 de r((7). 
Le polynôme de Laurent g est non dégénéré par rapport à T{g) si pour chaque face A de T{g) le 
polynôme de Laurent X^jg^nnA '^i^* '^'^ P^^ '^^ point critique sur (C*)". 
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Le réseau de Brieskorn de /, défini par Gq :— Im{fï"{U)[9] G), est un C[^]- 
module libre de rang /i. Nous avons 

d-i 

(VI.1.2) Go^^Goifa). 

On note V.G{fa) la filtration de Malgrange Kashiwara de G{fa) (cf. le paragraphe 
2.e de [DS03]). Cette filtration est croissante et exhaustive. La filtration V,G{fa) 
induit une filtration sur le réseau de Brieskorn définie par V^Go(/a) '■= VpGlfa) H 
Goifa)- D'après les égalités (VLl.l) et (VL1.2), la somme directe des filtrations 
y^»G{fa) est une filtration croissante et exhaustive sur G. Nous la notons V.G. Nous 
en déduisons une filtration notée V.Gq sur le réseau de Brieskorn Gq. 

Soit ujQ^a la n-forme 



duo . . . du„ 

UQ Un_ 



sur Ua- Nous posons 



La n-forme cuo est définie sur U. 

On définit par récurrence la suite {a^{k),iyj{k)) G N""^-*^ x {0, . . . , n} par 

a^(0) = (0,...,0), i^(0) = 0, 

a,^{k + 1) = a,^{k) + U^i^k), iw{,k + 1) = min{j | a^{k + l)j/wj}. 

Notons w/d := {wo/d, . . . , Wn/d). Comme nous avons 

(VL1.3) i^/d{-) = i^(-), a^/di-) = ««;(•)• 

nous supprimons l'indice dans les notations et iw 

Pour tout k, on a \a{k)\ := '^ia{k)i = k. Pour tout (g, r) G {0, . . . , (i — 1} x 
{0, . . . , {n/d) — 1}, nous avons les égalités suivantes : 

(VLL4) ^ (^^ + r) = i(r), a + r) = a (^) + a(r), 

~\dJ Vd' 'cî/ 
Notation VI. 1.5. Nous avons besoin de préciser les notations du chapitre 11. 
Nous rajoutons un indice w ou w/d aux notations s, a du chapitre 11 pour préciser 
que les nombres rationnels s^(-) et cr^(-) (resp. s^/rf(-) et cr^/d(-)) sont calculés avec 
les poids wo, . . . ,Wn (resp. avec les poids wo/d, . . . , Wn/d). 
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Lemme VI. 1.6. Pour tout {q,r) G {0, . . . , d — 1} x {0, . . . , (/x/d) — 1}, nous avons 
les égalités 

Sw ^ ^ ^""^^^ ' +r-^ = CTwir) = (T^/d(r). 

DÉMONSTRATION. Pour k G {0, . . . , /X — 1}, nous avons Su,{k) — a{k)i{k)/wi{k). 
Pour k G {0, . . . , (yu/d) — 1}, nous en déduisons que Sy^/dik) — dsyj{k). Comme 
Cw{k) — k — iiSu,{k), nous obtenons 

(VI.1.7) a^/d{k) = aUk) 

pour /c G {0, . . . , (n/d) — 1}. Les égalités (VI. 1.4) et (VI. 1.7) terminent la démons- 
tration. □ 

Pour tout a G {0, . . . ,d — 1}, et pour k G {0, . . . , /i — 1}, nous définissons les 
éléments co^^a '■= u^^^ujQ^a où Ua ''^ := ■u^^^''" •■■ D'après les égalités (VI. 1.4), 

pour tout (g, r) G {0, . . . , d — 1} X {0, . . . , (n/d) — 1} nous avons 

(VI.1.8) Us^+r,a = rV,a. 

Pour tout k, la classe de u!k,a appartient à Go(/a)- Pour tout A; G {0, . . . , /x — 1}, 
nous posons 

<^fe i^kfl, ■ ■ ■ jf^fc.d-l) ê Gq. 

Pour tout (g, r) G {0, . . . , d — 1} X {0, . . . , {/ji/d) — 1}, nous avons 

(VI.1.9) CU^+, = (l,C^...,C^('-')Vr. 

La proposition suivante est l'analogue de la proposition de 3.2. de [DS04]. 

Proposition VI. 1.10. Les classes des éléments cuo, ■ ■ ■ forment une C[9]- 
base de Go, notée uj. De plus, pour k & {0, . . . , /i — 1}, nous avons les relations 

--e{a^{k)-ed0)ujk^'^ 

1^ Wiik) 



où k-\-l désigne la réduction modulo ji. De plus, l'ordre de cuk pour la filtration V, 
est (Tw{k) et a? induit une hase sur ©agr^(G'o/^G'o)- 

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il suffit d'adapter la dé- 
monstration de la proposition de 3.2. de [DS04]. 
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- Nous allons d'abord démontrer cette proposition pour le polynôme de Laurent 
fa sur le tore Ua- En particulier, il faut changer la relation (3.5) de [DS04] en 

pour tout cp e C[ua,u~^,9,9~^] et tout i e {0, Le reste de la dé- 

monstration est identique à celle de [DS04]. Nous en déduisons la proposition 
pour le polynôme de Laurent fa sur le tore Ua- En particulier, pour tout k G 
{0, . . . ,{ii/d) — 1}, nous avons les relations 

(VL1.12) — jiOi(Tw/dik) - 9de)ujk = ^^^], où uj^id,a = C"^o,a- 

- Montrons que ujq, . . . ,uj^-i forment une C[é^]-base de Gq. Nous savons que 
ouo^a, ■ ■ ■ )^(p./d)-i,a forment une C[é^]-basc de Go{fa) pour tout a G {0, . . . , d}. 
D'après l'égalité (VI. 1.2), une base C[^^]-base de Gq est formée par les vecteurs 
suivants 

(a;o,i,0,...,0) (0,a;o,2,0,...,0) ••• (0, . . . , 0, a;o,d) 

(u;i,i,0,...,0) (0,u;i,2,0,...,0) ••• (0, . . . , 0, u;i,<i) 

(^{ij./d)-i,i, 0, . . . , 0) (0, a;(^/<i)_i,2, 0, . . . , 0) • • • (0, . . . , 0, a;(^/d)_i,<i) 
Pour (i, j) G {1, . . . , d} X {0, . . . , (n/d) — 1}, notons 

Cid+j-i := (0, . . .,0,LJij,0, ... ,0). 
Pour tout (g, r) G {0, . . . , (i — 1} X {0, . . . , (/x/rf) — 1}, nous avons 

UJm+r = + Cedr+1 H h C'^^'^~^^edr+d-l- 

Nous en déduisons que la matrice de passage entre les <^fflt+r 6t les Cj est une 
matrice diagonale par bloc oii les blocs sont tous égaux à la matrice 

/l 1 ••• 1 \ 

1 C ••• c'-' 
V 1 c • • • c'^'-'^ y 

Cette matrice est inversible. Nous en déduisons que ujq, . . . ,a;^-i est une C[^]- 
base de Gq. Le reste de la proposition découle de la formule (VLl.ll) et du 
lemme VI. 1.6. 

□ 
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Pour tout a G {0,...,(i — 1}, nous avons un produit sur le quotient 
Go{fa)/dGci{fa) qui provient d'un isomorphisme entre le quotient jacobien de 

fa et Go{fa)/OGQ{fa)- Pour tout a G {0, . . . ,d—l}, notons [g] la classe d'un élément 
g e Go{fa) dans le quotient GQ{fa)/OGo{fa)- Ce produit est donné par la formule 

(VI.l. 13) [hiUJo,a\ *a [^2<^0,a] = [/il/i2<^0,a] 

011 hi,h2 sont dans C[wa, î^ô''^]- ^^^^ nous permet de définir un produit, noté sur 
le quotient Gq/OGq. D'après la proposition VI.l. 10, la base u? de Gq induit une base 

Lemme VI. 1.14. Dans la hase [uj] de Gq/6Gq, le produit est donné par 



\OJi \ * CUi 



où i + j désigne la somme modulo /i. 

DÉMONSTRATION. - D'abord, nous allons montrer que 

Les relations (VI. 1.11) dans le quotient Gq/9Gq deviennent 
(VI.l. 15) 



Ui 




Mo 








Wi 




Wq 



pour tout G C[-u,'U ^ 6', 6' ^] et tout i G {0, . . . ,n}. Nous en déduisons que 

Par définition du produit dans Go/OGq, nous avons 

i+j 



et 



Wo 



Wo 



Or la relation = 1 sur G induit [u^^'+^^ouq] = [m^^^+^^c^o] = [t^]- 

Pour tout 7 G nous notons 

A;--(7) := min{j G {0, ... , (/./d) - 1} | sM = t}- 



□ 
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D'après (II.2.3), nous avons A;™'''(7) = A;"'^ (7) -5 (7) + !. Pour tout i G {0, //-!}, 
posons 

(VI.1.16) Ui := Ui. 

Proposition VL1.17. Dans la base ù> de Gq, nous avons 

DÉMONSTRATION. D'après la proposition VI. 1.10, nous avons 

a(fc--(s»(fc))) 

32r ~ 



□ 



Maintenant, nous allons calculer la forme bilinéaire non dégénérée au point de 
l'espace des paramètres d'un déploiement universel de /. 

Soit G un C[9, ^~^]-module. Nous notons G le C-espace vectoriel G équipé de la 

structure de module p{9) ■ g = p{—9)g on p{9) G C[9,9~^] . Nous notons par g les 
éléments de G. Si G est équipe d'un opérateur dg compatible à la multiplication par 
9, alors sur G, nous avons un operateur dg'g := —dgg. Remarquons que 9dg'g = 9dgg. 

D'après les résultats du paragraphe 4 de l'article [DS04], pour tout 
q; G {0, . . . , d — 1}, il existe une forme C[9, ^~^]-bilinéaire non dégénérée 



qui vérifie les propriétés suivantes : 



(1) 9dgSa{pi,P2) = Sa{9dgPi,P2) + Sa{pi,9deP2) ] 



(2) Sa envoie VoG{U) V<iG{U) dans C[9-'] ; 



(3) Sa envoie Go{fa) Go(fa) dans 9^C[9] ; 



(4) Sa(pi,P^)^(-irSa(puP^). 

Lemme VI. 1.18. Pour tout a G {0, . . . ,d — 1}, il existe une unique, à une con- 
stante près, forme bilinéaire non dégénérée Sa telle que les conditions (1), (2), (3) 
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et (4) soient vérifiées. Dans la base a;o,Q, . . . , <^(^/(i)_i_Q, de G{fa), nous avons 

{C ■ SaiujQ^a, 1^71,0) si rj+rk = n; 
C"C • Sai^jQ^a, i^n,a) si rj+rk = n+ {11/ d) ; 
sinon. 

où C — it;^'u;-('"jO+«(''fc)-a("+l)-«(''j+''fc-"). 

Remarque VI. 1.19. Comme \a{k)\ — k, nous avons l'égalité suivante 

DÉMONSTRATION DU LEMME VI. 1.18. Nous suivons la preuve du lemme 4.1 
de l'article [DS04]. Pour tout rj,rfc G {0, . . . , (ii/d) — 1}, d'après (3), nous avons 

SaiuJrj,a,UJr„a) G ^''C[^] et SaiuJo,a, CUr^^a) G ^K/d(-.)]C[^] d'après (2) OÙ [•] désigne 

la partie entière. Si c^/dirk) — n alors nous avons Sa{u!o,a, '^rk,a) 7^ 0. Or aw/d{rk) — n 
implique que Vk — n. 

D'après les égalités (1) et (VI. 1.12), nous obtenons 

- - {-Ode + n) Sa{uJr^,a,'i^rk,a) 

H 

^0-^ ( ^ f,, ^^k+l,a \ q ( ^r^+l,a 

où ujfj,/d,a = C^i^o.Q (cf. (VI. 1.8)). Comme Sa{uJr,j,a,^rk,a) ^ ^"C[6'], le membre de 
gauche de l'égalité ci-dessus est nul. Puis, un raisonnement par récurrence montre 
que si Soi{oJrj,a-i'^rk,o) 7^ alors Vj + rk = n mod [fJ^/d]. Nous en déduisons 

- Si rj + rk — n nous avons 

- Si rj + rk — n + {/i/d) nous avons 

•S'a {'^rj,a) '^rk+l,a) = C° ^ (u)rj+l,aT '^rk,a) ■ 

□ 

Pour tout q; e {0, . . . , d — 1}, nous posons 
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Pour tout (pi,P2) e Goifa) ® Go{fa), le coefficient devant 9'^ de Sa{pi,P2) ne 
dépend que de la classe de pi,p2 dans Go{fa)/OGo{fa)- Nous notons [fi'a]([pi], [P2]) 
ce coefficient. Nous en déduisons une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée, 
notée [ga], sur Go{fa)/9Go{fa)- Nous posons [g] := Y^'^oiga] et nous obtenons une 
forme bilinéaire symétrique et non dégénérée sur Gq/ÔGq. 

Lemme VI. 1.20. Dans la base [û>] de Gq/9Gq, la forme bilinéaire non dégénérée 
est donnée par 



[g]{[ujj],[ujk\) = 



sinon 



où j + k désigne la réduction modulo jji. 

DÉMONSTRATION. Pour tout j, A; G {0, . . . , ;U — 1}, il existe des uniques couples 
(çj, Tj) et (çfc, rfc) dans {0, . . . , (i — 1} x {0, . . . , {n/d) — 1} tels que 

J = Çj^ + Tj et Çfe- + Tfc. 

Nous en déduisons 

d-l 



K]) = J2^9a]{[l^j,a], K,a]) 
d-l 

= EC"^*^"=n^a](K.,a], K,a]) d'après (VI.1.8). 



a=0 

D'après le lemme VI. 1.18 et un calcul direct, nous obtenons 

{rj + Tfc = n) 
et {qj + ou d) ; 
{r-j + rk = n+ (/i/rf)) 
et {qj + qk + l = d) ; 

sinon 



[g]{[ujjl[ujk\) = < 



ou 

a — a{rj) + a{rk) — a{n + 1) — a{rj + — n). 
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Comme j + k — n est équivalent a Sw{j) = {1 — s^(/c)}, nous avons les équivalences 
suivantes 

(VI. 1.21) j + k = n 4^ Tj + = n et Qj + Qk = ; 

{rj + Vk ^ n et Qj + Qk ^ d 
ou 
rj + rk^n + {/i/ d) et Çj + Qk + 1 ^ d 

Dans la base [w] la forme bilinéaire [g] est donnée par : 

{oiMrj)+^irk)-ain+i)-a{rj+rk-n) „; q -U h = n • 
w + n, 

U sinon. 

Puis dans la base [û>] (cf. égalité (VI. 1.1 6)), nous avons 



sinon. 



ou 

a = a(A;--(s^(j))) + aik^"\sUm ; 

/3 = a(n + 1) + a{rj + — n) + a{j) — a{rj) + a{k) — a{rk) 
D'après les égalités (VI. 1.4), nous avons 

OlU) - a{rj) + a{k) - a(rfe) = a (^{çj + Çfc)0 . 



L'hypothèse j + k = n, vue à travers les équivalences (VI. 1.21) et (VI. 1.22), implique 

que P = a(n + 1) + a(j + k — n). 

Si j + k = n alors s^(j) = s^(/c) = et nous avons bKPj], [i^k]) = (HiLo^î)"^- 
Supposons que j + k — n + /i. D'abord nous allons montrer que pour tout 7 > 

dans Syj, nous avons 

(VI.1.23) a(A;'"'"(7)) + a(A;'"=^=^({l - 7}) + 1) = a(/^) + a{n + 1). 

Pour tout a G {0, ...,// — 1}, nous avons 

[wa^] si a e 7(7) ; 

[wal] + 1 sinon. 



122 VI. STRUCTURE DE FROBENIUS ASSOCIÉE AU POLYNÔME DE LAURENT / 

Comme a{k"'^^{'y) + !)„ = [wa'y] + 1, nous obtenons 

Wa + [yWol + [-IWa] + 1 SI a E I (j) ] 



aik^'^'ma + a(k^^({l - 7» + l)a ^ 
L'égalité 

montre que 



Wa + hwa] + [-IWa] + 2 sinon. 

si et e 1(7) ; 
-1 sinon. 



aik^^'ma + a(A;-'^^({l - 7}) + !)« ^w^ + l. 

Puis, les égalités (VI. 1.4) impliquent la formule (VI. 1.23). 

Comme j + k — n + /i, nous avons Sw{j) = {1 — Sw{k)}. Nous appliquons la 
formule (VI. 1.2 3) h ^ — Suj{k) et nous en déduisons que 

/ 



Wi 

\iei{s^(j)) 



□ 



Notation VI. 1.24. Dorénavant, nous supprimons les indices w dans et cr^ 
car nous travaillerons toujours avec les poids Wq, . . . , w^. 

Soit F : U X X — > C un déploiement universel de /. La forme [o^o] G Gq/OGq est 
une section primitive homogène et canonique c'est-à-dire que [luq] vérifie les propriétés 
suivantes : 

- (primitive) [cuo] induit un isomorphisme entre Gq/6Gq est le quotient jacobien 
de/; 

- [homogène) [ujq] est un vecteur propre de l'endomorphisme dont la matrice est 
—Aao dans la base [uj] ; 

- {canonique, cf. paragraphe 3.c de [DS03]) [ujq] est un vecteur propre de la 
matrice —^00 pour la valeur propre maximale (pour le polynôme de Laurent / 
cette valeur propre est 0) . 

Notons </?|'^^j : TqX — > Gq/9Gq l'application de période infinitésimale en x = 
défini par K. Saito [Sai83] (voir aussi [Sab02] p. 244). Nos conditions initiales de la 
variété de Frobenius sont donc (Aq, Aqo, V^j^^j V'|^||][û-'o])• 
La matrice Aq est la multiplication par le champ d'Euler € en x = 0. Pour 
faciliter la correspondance entre le côté A et le côté B, nous allons définir un objet 



((N>N>M)) = 
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qui va coder cette multiplication par le champ d'Euler en x — 0. Nous définissons 
(([a], [b], [c])) := [g]{[a] * [b], [c]) pour tout [a], [b], [c] dans Go/^Gq. 

Proposition VI.1.25. Soient j, k dans {0, ...,//- 1}. 

(1) Si 1+j + k n alors {{[ÛJi], [ûj], [05^])) = 0. 

(2) Si 1+j + k — n alors nous avons 

(Uiei{s{j)) '^') ^(1) + ^U) + ^(^) = ^ 

Démonstration. Quitte à changer j et k, on peut supposer que j < k. 
- Dans un premier temps, nous allons démontrer la formule suivante 

sinon. 
D'après le lemme VI. 1.1 4 et le lemme VI. 1.20, nous obtenons 

(— • ï — î:- 

= sil+j + fc-n; 

I sinon 

011 

a = a(A;--(sO-))) + a(A;--(s(A;))); 
(3 ^ a(n + 1) + a(l + j + k - n). 

Si 1 + j + A; = n alors = = 0. Nous en déduisons la formule (VI. 1.26). 

Supposons que l+j + k = n + fi. 

Si {wq, . . . , Wn) = (!,...,!), la seule possibilité est j — k — n et la formule 
(VI. 1.26) est vraie. 

Supposons que {wq, . . . ,Wn) ^ (!,...,!). Nous en déduisons que les 
inégahtés suivantes 

H>n + 2, n+1 < j + 1 < 1^-1 

et s{j + 1) > 0. 



La condition l+j + k = n + fj, implique que s(k) = {1 — s(j + 1)} > 0. Puis, 
nous appliquons la formule (VI. 1.23) à 7 = s{k) et nous en déduisons la formule 
(VI. 1.26) 
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- Soient j, k tels que 1 + j + k — e + n où e — Oou 1. Nous avons s{k) — 
{1 — Pour finir la démonstration, il suffit de vérifier que 

, s(j) si a(l) + a(j) + a(k) = n: 

(VI.1.27) {l-s{k)} ' K J uj \ j , 

Or, nous avons 
1 



s{j + 1) 7^ s{j) sinon. 



a(l) + a{j) + a{k) - n) = e - s{j) - s{k) e] - 1, 1[. 
A* 

Finalement, les équivalences suivantes démontrent l'égafité (VI. 1.27) 

(t(1) + a{j) + a{k) = n <^ s{j) + s{k) G N <^ s{j) = {1 - s{k)}. 



□ 



VI. 2. Les conditions initiales du potentiel 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que les nombres ((pi], [0;^], [ûjk]]) engen- 
drent le potentiel de la structure de Probenius du polynôme de Laurent /. 

Soit X l'espace de base d'un déploiement universel de /. Soit io,---,^/i-i des 
coordonnées plates au voisinage de dans X. 

Le champ d'Euler est défini par 

(VI.2.1) € = 5^(1 - a{k))tk\ + M,. 

k=0 

Nous développons le potentiel de la structure de Frobenius en série entière et nous 
le notons 



t 



°'fj.-l 



OÙ a := («0, . . . , a^-i) et |^ := ^ • • • Nous appelons \a\ := «o H h a^-i, 

la longueur de A{a.). 

Notons {g"'^) la matrice inverse de la forme bilinéaire non dégénérée dans les 
coordonnées t. Pour tout a G {0, . . . , — 1}, notons par a* l'unique élément de 
{0, . . . , — 1} tel que g"'"'* ^ 0. Pour tout i,j,k,iE {0, . . . , — 1}, le potentiel vérifie 
les équations WDVV 
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/i— 1 /i^l 

(vi.2.2) {z, j, k,e): Yl F^srg'-^F^ = E ^r^'^^^^^^"/, 

a=0 a=0 

la condition d'homogénéité par rapport au champ d'Euler 
(VI.2.3) (B ■ F"*"^ = (3 - n)F'"^ 

et les conditions 

(VI.2.4) i^^^(O) = ^ |,=o (9*, où ^= l;^- 

Remarquons que g \t=o (9^. -kdt^jdt^) = {(ûji,ûjj,Uk))- Notons Aijk{cx) le nombre 
A{aQ, . . . , + 1, . . . , a,- + 1, . . . , «fc + 1, . . . , a^-i). 

Théorème VI. 2. 5. Le potentiel F^"''^ est déterminé par les nombres Aijk[0) avec 
j, A; e {0, . . . , /X — 1} te/5 que 1 + j + k = n. 

Remarque VI.2.6. (1) Nous avons Aijk{0) = {{ÔJi^Ôjj^ÔJk))- 



(2) Sil+j + kyé n, alors Ai^fe(O) = d'après l'égalité (VI.2.4). 

Lemme VI. 2. 7. Le potentiel F**"^ est déterminé par les nombres Aijk{0) avec 
i,j,k e {0, ...,//- 1}. 

DÉMONSTRATION. Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur la 
longueur des nombres A{a.). Pour tout i,j,k,i G {0, — 1}, le terme de 

F^'g-^fTS devant ^ est 

Ainsi, les termes de plus grande longueur, c'est-à-dire de longueur |a| +3, dans la 

somme ci-dessus sont g'^"'* Aija{ct)Aa*kt{0) et g'^"'* Aija{0)Aa*k£ict)- Comme le potentiel 

vérifie les conditions (VI. 2. 4), nous en déduisons que Aija{0) 7^ si et seulement si 
-. 7* 

a = ï + J . 

Dans l'équation WDVV (1, j, k, i), les termes de longueur |a| -|- 3 devant ^ sont 

- gW+rA^^j^.{0)Aj^,,{cx) ; 
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Les termes du type A-?7?{0) se calculent par (VI. 2.4) et la condition d'homogénéité 
(VI.2.3) implique 

A{aQ, ai + 1, «2, • • • , tt/i-i) = —A{cx.)d{cx.) pour |a| > 3 

A* 

oià d{cx.) — 3— n+^^~Q ak{a{k) — l). Nous en déduisons que les nombres ^41?? (a) s'ex- 
priment en fonction de nombres de longueur strictement plus petite. Ainsi, l'équation 
WDW {l,j,k,i) permet d'obtenir une relation entre Aj:çj,^f{a.) et ^jfcïq:|(Q:)- □ 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME VI. 2. 5. D'après le lemme VI.2.7, il suffit de 
montrer que les nombres Aijk{0) se calculent en fonction des termes du type 74i??(0). 
Les nombres de longueur 3 dans l'équation (1, j, k,i) sont non nuls si et seulement si 
l+j + k + £ = n. Sous cette condition, nous avons 1 + j = k + i et j + k = 1 + £. 
Ainsi, les termes de longueur 3 dans l'équation (1, j, k,i) sont 

- AyT+j*(0)Aî+j,,(0) et 

- ^,-feî+l(0)^î+^*u(0). 

En considérant successivement les équations WDW {l,j — l,k,£+l),{l,j — 2,k,£ + 
2),..., nous pouvons exprimer Aj^^^{0) en fonction des nombres du type 74i??(0). □ 

VI. 3. Définition d'une structure d'algèbre de Probenius graduée sur 

grr(Go/^^Go) 

Dans ce paragraphe nous allons quotienter le produit -k et la forme bilinéaire [g] 
obtenus sur Gq/OGq par la filtration V,Gq. 

Proposition VI. 3.1. Le produit que nous avons défini sur Gq/OGq est compatible 
avec la filtration V,{Gq/6G{)), c'est-à-dire qu'on a 

Vf3i{Go/0Go) i(Vf3^{Go/9Go) C Vp^+f3^{Go/9Go). 

Notons gr^{Go/9Go) le gradué ®pgT:^{Go/9Go) et notons U le gradué du produit 
*sur gr;r(G'o/^G'o). 

Remarque VI. 3. 2. Soit a e {0, . . . , d}. Nous allons rappeler les notations et les 
résultats du paragraphe 4. a de [DS03]. Le polynôme de Laurent 

n 

sur le tore Uq est commode et non dégénéré par rapport à son polyèdre de Newton (cf. 
bas de page p. 113), noté T{fa). Soit a une face de dT{fa)- Soit L„ la forme linéaire 
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telle que L^. = 1 sur a. Pour g e Cfi^a, li"-*^], on pose ^cXd) '■— niaXo-max{Lo.(a) | 
a e Supp(g)}. Dans la figure 1, on peut voir comme la jauge du convexe 
Comme la jauge d'un convexe vérifie l'inégalité triangulaire, on en déduit l'inégalité 
suivante : 

(VI.3.3) 0aW<0a(5)+0aW. 
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FiG. 1 - Exemple pour f — ui + U2 + ^, g — U1U2 et h — ^U2- 

Soit Vi^a, ■ ■ ■ 1 '^n,a Ics coordonnécs de (C*)" qui paramétrent le tore C/q. On pose 
.-dv^ ^^dvr^^Q^ définit la filtration de Q"(C/)[^] par 

Va V\^a Vn,a ^ / L J 

M^ii'^Uo^m = M^n^iu^) + eMp-^^'^u^) + e^Mp-2^''{u^) ■ ■ ■ 

oùMfsQ^iUa) := {g^ e Q"(C/«) | Ma) < P}- 

Cela induit une filtration, notée Af»Go{fa), du réseau de Brieskorn qui est défini 

par 

J^pGoifa) ■.^J^pn^{U^m/{9d-df^A)Q^-\U^)[9]nAfpQ^{U^)[9]. 

Pour plus de précision sur la filtration de Newton, on renvoie au paragraphe 4 de 
[DS03]. D'après le théorème 4.5 de l'article [DS03], on a XpGo{fa) = V^Go{fa). 
Par passage aux quotients, on obtient J^piGoifa) /dGo{fa)) = V/3{Go{fa)/dGo{fa))- 
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DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI. 3.1. Pour démontrer cette proposi- 
tion, il suffit de vérifier que 

Vp,iGoifa)/eGoifa))^aVf,,{Go{fa)/eGo{fa)) C Vp,+p,{Go{fa) / eGo{fa)) ■ 

pour tout a E {0, . . . ,d — 1}. 

Pour i G {1,2}, soit [ht] dans Vf3^{Go{fa)/0Go{fa))- Nous avons 



[/il] -ka [/i2] = 



9r 





dVa 




92 




Va . 



OÙ gi, g2 G C[va, Va ] tels que 0a(5'i) < Pi 



9192- 



dvn 



d'après (VI. 1.13) 
L'inégalité (VI. 3. 3) montre que (t)a{9i92) < Pi + P2 c'est-à-dire que 

[h] ^ [/i2] e V>,+^,(Go(/a)/^Go(/a)). 



□ 



Notons IgJ la classe d'un élément g & Gq dans gr^(Go/^G^o)- D'après le lemme 
VI. 1.14, la base u> de Gq induit une base [uj] := (|a;o], . . . , de gr]^ {Go/9Go). 

Proposition VI.3.4. Dans la base |uj] de gr^(G'o/6'Go); le produit U est donné 
par la formule 

{yja(i)+a{j) 

si a{i + j) < a{i) + cr(j). 

La forme bilincaire non dégénérée [g], définie sur Go/OGo, est compatible à la 
filtration V,{G()/6Go). Notons [(y'K-,-) la forme bilinéaire non dégénérée induite sur 
gr]^ {Go/9Go). Le lemme VI. 1.20 implique la proposition suivante. 

Proposition VI. 3. 5. Soient 7 et 7' dans Syj. Soient d et d' dans respectivement 
{0,...,5(7)-l} et {0,...,(5(y)-l}- 

(1) Si 7' 7^ {1 - 7} alors on a |5r](|à;fcmax(^)_d], |â;femax(y)-d']) = 0. 

(2) Si — {1 — ^} alors on a 

([^fc-"=-(7)-cil ' [^fe'"''''({l-7})-(i'l) 




fe6/(T) ^^k) ' SI (j(/c--(7) -d) + a{k"^{{l - 7}) - d') 



n; 



sinon. 
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DÉMONSTRATION. Soient di := k'^^{s{i))-i et dj := k"'^'^{s{j)) -j. Nous avons 
l'équivalence suivante : 

' sij) = {1 - s{t)} 
et di + dj = 6{s{i)) — 1. 

D'après le lemme VI. 1.20, l'expression de lg}{-, •) dans la base {lu} est : 

fy = {1-7} 

^ si < 

[et d + d' = ô{-f) -1; 

sinon 

5 = a(A;'"^(7) - d) + a(A;'^^(7') - d') 

^=a{n + l) + a(A;"^'^"(7) - + ^"^^(7') - d' - n) 

Si nous avons 7' = {1 — 7}, la remarque 11.2.7 montre que nous avons l'équiva- 
lence entre d + d' ^ 5(7) - 1 et a(/c'°^^(7) - d) + (7(A;"^^^({1 - 7} - d') = n. Dans la 
base |û?], nous obtenons 



ou 



^ ^ et/ 

l5'l(I'^fe™(7)+dl, ['^fe-"'^({i-7})-dl) = 

011 

a = a(A;'"''^(7)) + a(A;'^'°({l - 7}) 

P^a{n + 1) + a(fc'"^(7) + - 7}) - (5(7) + 1 - n) 

Pour tout j dans {0, ...,n}, nous avons a(/c™^'^(7) — 5(7) + 1)^ = G 
{0, . . . , — 1} I £ < 7Wj}. Nous en déduisons 

a(fc— (7) - 5(7) + 1), + a(^— ({1 - 7}) - 5({1 - 7}) + 1), = 

si 7 = ; 

Wj si 7 > et J e 7(7) ; 

+ 1 si 7 > et j e I^ij). 

Pour finir la démonstration, il suffit d'utiliser le corollaire II.2.5 et l'égalité a{n + l) = 
(!,...,!). □ 
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Nous définissons une forme 3-finéaire, notée ((•, -, •)), sur gr^(Go/9Go) par la for- 
mule ((a, b, c)) := lgl{a Ub,c). 

Proposition VI. 3. 6. Soient 70,71,700 dans Sw Soient do,di,doo dans respec- 
tivement {0, . . . , 5(7o) - 1}, {0, . . . , 5(71) - 1} et {0, ... , 5(7oo) - 1}. 

(1) Si 7o + 7i + 7oo n'est pas un entier alors on a 

((|a;fcmax(^p)_(i^|, |a;femax(^^)_(ij, |<x;fcmax(^^)_rf^])) = 0. 

(2) Si 7o + 7i + 7oo est un entier alors nous avons : 

n 

ie/(70,7l,7oo) 

sinon 

où ^({1 - 70}, {1 - 71}, {1 - 7oo}) := {t I {{1 - 7oM} + {{1 - 71 W + 

{{l-loo}Wi} = 2}. 

Remarque VI. 3. 7. Comme ((■, -, ■)) est symétrique en ses trois arguments, 
l'algèbre {gr]^ {Gq/9Gq),LI, lg}{-, •)) est une algèbre de Frobenius graduée. 

Démonstration de la proposition VI. 3. 6. Les propositions VI.3.4 et 
VI. 3. 5 impliquent l'égalité suivante 



lujl lukD) = { I et si a{i) + a{j) + a{k) = n ; 

sinon. 

Par définition des nombres spectraux, nous avons 

J2 a{k^^{^i) - di) ^ Y. ^""''(7i)-c?i-M7o + 7i + 7oo)- 

iG{0,l,oo} îe{0,l,oo} 

Nous en déduisons l'équivalence 



E.6{o,i,oo} k^^ili) -di^n ^ J 70 + 71 + 7oo e N 



.et E,e{o,i,oo} ^{k"^^(li) -di)^n [et E.e{o,i,oo} <k^^{li) - di) = 



n 
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Nous avons l'équivalence 

70 + 71 + 7oo e N 

et E.e{o,i,oo}^(^"'^(7.)-rf.)=^- 

Sous les conditions 70 + 7i + 7oo G N et Y,ie{o,i,oo}^i^'"''^''i'yi) ~ ^i) = ^^^^ 
avons 

If" 

((I'^fe™(7o)-cîol) |^fc™(7i)-dil, Ï^A;"'^(7oo)-ciool)) = ~ 

011 

a = a(A;"^'°(7o)) + a(A;'"''^(7i)) + a(^'^'°(7oo)) ; 
/3 = a(n + 1) + a((7o + 71 + 7oo)a*)- 

Posons aj := a(fc'^'"(7o))j + a(A;"''^(7i))j- + a(A;°^^^(7oo))i - 1. 
Pour tout j e {0, . . . ,n}, nous avons 

[7Wj] si 7 e 1(7) ; 



(VI.3.8) a(A;--(7) - (^(7) + l).' = 



b^i] + 1 si 7 e /'^(7). 



Comme 70 + 71 + 7oo ê N, nous avons 

{0, . . . , n} = /(70, 71, 7oo) y Jwho, 71, 7oo) y ■^«'({1 - 7o}, {1 - 7i}, {1 - 7oo}) 

\3\k e {0, 1, 00} tel que i e /(7fc)}- 

La formule (VI. 3. 8) permet de donner la valeur de aj dans les quatre cas suivants. 

- Si j G /(70, 7i, 7oo) alors aj = Wj{'jo + 7i + 7oo) - 1- 

- Si j e Jwilo, 7i, 7oo) alors aj = Wj{jo + 71 + 700). 

- Si j e J^({1 - 7o}, {1 - 7i}, {1 - 7oo}) alors aj = «7^(70 + 71 + 7oo) + 1- 

- Si j e {i I 3 !A; e {0, 1, 00} tel que i G lilk)} alors aj — Wj{^Q + 71 + 7oo)- 
Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que a((7o + 71 + 7oo)a*) = 

((70 + 7l + 7oo)«^0, ■ ■ ■ , (70 + 7l + 7oo)'«^n)- □ 



CHAPITRE VII 



Correspondances 

VII. 1. Démonstration de la correspondance classique 

Soit S l'application C- linéaire définie par 

S : H^^{¥(w),C) gif (Go/eCo) 

Théorème VII. 1.1. L'application 5 est un isomorphisme gradué entre les 
algèbres de Frobenius graduées entre 



et 



(gif (Go/^Go),U, y (■,■)). 

DÉMONSTRATION. - D'après la proposition IV. 3. 14, nous avons 

deg-'^(r^,^) = 2(d + a(7)). 

La proposition II. 2. 6 et l'égalité (II. 2. 3) impliquent que S(?7^) est dans le gradué 
gif_a(^) {Gq/9Gq). Nous en concluons que S est gradué. 
- En comparant les propositions IV.4.4 et VI. 3. 5, nous en déduisons que 



«,<') = M(2(<),S(<,))- 
De même, le corollaire IV.5.24 et la proposition VI. 3. 6 impliquent l'égalité 

□ 



VII. 2. Démonstration de la correspondance quantique 

Si nous admettons la conjecture V.3.6, nous obtenons le corollaire suivant. 
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VII. CORRESPONDANCES 



Corollaire VII. 2.1. Soient wq, . . . ,Wn tels wo + • — h et ppcm{wo, . . . , Wn) 
soient premiers entre eux. Les variétés de Frobenius associées au polynôme de Laurent 
f et à P(ty) sont isomorphes. 

La condition sur les poids provient du corollaire V.3.7 que nous utilisons dans la 
démonstration ci-dessous. 

DÉMONSTRATION DU COROLAIRE VII.2.1. Nous allons utiliser le théorème 
1.2.3. Montrons que les variétés de Frobenius ont les mêmes conditions initiales. 
Puis, d'après le début du chapitre VI, ces conditions initiales vérifient les hypothèses 
du théorème 1.2.3 ce qui montrera que les variétés de Frobenius sont isomorphes. 

Le théorème VI.0.14 nous donne les conditions initiales {Aq, Aoo,eQ, g) de la 
variété de Frobenius pour le polynôme de Laurent /. D'après les propositions V.2.11 
et IV.4.4 nous avons la même matrice A^, le même vecteur propre Cq pour la valeur 
propre g = et la même forme bilinéaire non dégénérée. Il reste à comparer les ma- 
trices Aq qui correspondent aux multiplications par les champs d'Euler à l'origine. 
Les formules (VI.2.1) et (V.2.10) montrent que les champs d'Euler sont égaux. A 
l'origine, ils sont simplement fidtj^ où to, ■ ■ ■ sont les coordonnées plates de la 

variété de Frobenius. Le corollaire V.3.7,via la conjecture V.3.6, et la proposition 
VI. 1.25 impliquent l'égalité 

pour tous j, k. Comme les formes bilinéaires non dégénérées sont les mêmes, la for- 
mule ci-dessus montre que les multiplications par les champs d'Euler à l'origine sont 
identiques. Ceci montre que les deux variétés de Frobenius ont les mêmes conditions 
initiales (Ao,Aoo,eo,5'). □ 



CHAPITRE VIII 



Annexe 

Soit Y une variété C°° de dimension n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y. Soit 
X un caractère de H. Notons n -.Y ^Y/H. 
Le complexe de de Rham 

: £0 ^ 

est une résolution du faisceau Çy. On a un isomorphisme d'espaces vectoriels 

(VIIL2) H\S*{Y)) ^ W{Y,Çy). 

Comme H agit sur Y, nous avons une action sur iï'*(£y(F)) définie par h-[Lj] : = 
[h~^*(jj]. Cette action ne dépend pas du représentant choisi. Soit Z^(£y(F)) l'ensem- 
ble des u; dans SyÇY) tels que nous ayons 

- du! — 0, 

- pour tout h dans H, il existe ri{h) dans S^T^iY) tel que h'~^*uj — x{h)uj + dr){h). 
Soit B^{Sy{Y)) les formes différentielles exactes c'est-à-dire 

B'{S^{Y)) ^{cue 4(y) I 3 77 e ^y\Y), dv = uj}. 

Posons 

:= Z;(£-(F))/Z^(^-(F))f|i?X^^(r)). 

Notons //'(F,Çy);^ C H'{Y,Çy) l'image de (F))^ par l'isomorphisme (VIII.2). 

Pour tout ouvert U de Y/ H, posons 

(7r*Çy)x(t^) ^{xe Ç{7r-\U)) \ yheH,h-x^ x{h)x}. 
Notons (7r*Çy)x le faisceau ainsi défini sur Y/ H. 

Théorème VIII. 3. Soit Y une variété paracompacte C°° de dimension n. Soit H 
un groupe fini qui agit sur Y. Soit x un caractère du groupe H. Pour i G {0, . . . , n}, 
nous avons un isomorphisme 

H\Y,Çy\^H\Y/H, (7r.Çy)J. 
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VIII. ANNEXE 



DÉMONSTRATION. - Nous allons d'abord exprimer la cohomologie 
H*{Y/H, (7r*Çy)^) comme la cohomologie d'un complexe. 
Le complexe de faisceaux 



7r*£y : -K^E^ n^S^ ^ Tr^Sy 



est une résolution de n^Çy (cf. la démonstration de la proposition III. 3.1 (1)). 
Considérons le foncteur qui à un faisceau T sur lequel H agit associe le faisceau 
J^-^ défini par J-x{U) = {s G J'{U) \h-s — x{h)s}. Nous appliquons ce foncteur 
au complexe ir^Ey et nous obtenons le complexe 



Montrons que (7r*é^y)^ est fin. Comme Y est paracompacte, il existe des 
partitions de l'unité sur Y/ H. Soit {fi)iei une partition de l'unité de Y/ H. 
Posons fi := j^Hxih) ^hen x{h)h* U Ainsi, {fi)iei est une partition de l'unité 

de Y/ H et fie {ti^S^)^- 

Comme (7r^,£^y)j^ est un (7r^,é^y)^-module, le faisceau (7r*£^y)^ est fin. Nous en 
déduisons que la cohomologie du complexe {7T^Sy)xO^/ H) est la cohomologie 
H*{Y/H,{iT,Çy)x). 

Posons Z*((7r*£y)^(F/iJ)) l'ensemble des u; dans {tt^£y)^(Y/ H) tels qu'on ait 

- dcu — 0, 

- pour tout h dans H, on ait h'~^*u! — x{h)u!. 
Définissons l'application suivante : 



/' : Zl{£-y{Y)) — Z'd'W.S-yUY/H)) 



Cette application est bien définie car nous avons 
- dif^u)) = et 
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pour tout h' e H, nous avons 



137 



= x(^')r(^) 

Comme l'application f est surjective, l'application 



a; I — )■ 



est aussi surjective. Pour finir la démonstration, il suffit de montrer que 

fy\m^Zi^{£^{Y))f]B\£^{Y)). 
Comme P{drj) = [0], nous avons 

z],{^Y{y))[\B\8i,{Y))^[jYm)- 



Inversement, soit u G Z'^(£y{Y)) tel que P{uj) — [0] c'est-à-dire qu'il existe 
77 e E^\Y) tel que 

Or = x(/i-^)u; + ^/^(/i-i) avec 77(/i-^) G <6:^"^(F), donc 



Finalement, nous en déduisons que u G i?*(£y(F)). 



□ 



Nous pouvons appliquer la même technique pour montrer un résultat sur une 
variété holomorphe Y. Soit Qy faisceau des p-iormes différentielles holomorphes 
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sur Y. Soit A^'*^ le faisceau des formes différentielles C°° de type (p, q) sur Y. Le 
complexe 

d" d" d" d" 

^p,, . j^pfi JL^ JL^ ^ JJ,,n JL^ Q 

est une résolution de i7y. On peut définir les mêmes objets que précédemment et 
nous obtenons le résultat suivant. 

Corollaire VIII. 4. Soit Y une variété complexe paracompacte de dimension 
n. Soit H un groupe fini qui agit sur Y. Soit x un caractère du groupe H. Pour 
i e (0, . . . , n}, on a un isomorphisme 



Bibliographie 



[BarOO] Serguei Barannikov. Semi-infinite Hodge structures and mirror symmetry for projective 

spaces. Math.AG/0010157, page 17, 2000. 
[BCS05] Lev A. Borisov, Linda Chen, and Gregory G. Smith. The orbifold Chow ring of toric 

Dchgne-Mumford stacks. J. Amer. Math. Soc, (18)(1) :193 215 (clcctronic) , 2005. 

[Bou71] Nicolas Bourbaki. Eléments de mathématique. Topologie générale. Chapitres 1 à 4- Her- 
mann, Paris, 1971. 

[CR02] Weimin Chen and Yongbin Ruan. Orbifold Gromov-Witten theory. In Orbifolds in math- 
ematics a.nd physics (Madison, WI, 2001), volume (310) of Contemp. Math., pages 25-85. 
Amer. Math. Soc, Providence, RI, 2002. 

[CR04] Weimin Chen and Yongbin Ruan. A new cohomology theory of orbifold. Comm. Math. 
Phys., (248)(1) :1-31, 2004. 

[DM86] Pierre Deligne and G. Daniel Mostow. Monodromy of hypergeometric functions and non- 

latticc intégral monodromy. Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math., (63) :5-89; 1986. 

[DS03] Antoine Douai and Claude Sabbah. Gauss-Manin Systems, Brieskorn lattices and Frobe- 
nius structures. I. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), (53) (4) : 1055-1 116, 2003. 

[DS04] Antoine Douai and Claude Sabbah. Gauss-Manin Systems, Brieskorn lattices and Probe- 
nius structures. II. In Frobenius manifolds, Aspects Math., E36, pages 1-18. Vieweg, 
Wiesbaden, 2004. 

[Dub96] Boris Dubrovin. Geometry of 2D topological field théories. In Integrable Systems and 
quantum groups (Montecatini Terme, 1993), volume (1620) of Lecture Notes in Math., 
pages 120-348. Springer, Berlin, 1996. 

[DW91] Robbcrt Dijkgraaf, Hcrman Verlinde, and Erik Verlinde. Notes on topological string the- 
ory and 2D quantum gravity. In String theory and quantum gravity (Trieste, 1990), pages 
91-156. World Sci. Publishing, River Edge, NJ, 1991. 

[F099] Kenji Fukaya and Kaoru Ono. Arnold conjecture and Gromov-Witten invariant for gênerai 
symplcctic manifolds. In The Arnoldfest (Toronto, ON, 1997), volume (24) of Fields Inst. 
Commun., pages 173-190. Amer. Math. Soc, Providence, RI, 1999. 

[GH94] Phillip CrifEths and Joseph Harris. Principles of algebraic geometry. Wiley Classics Li- 
brary. John Wiley & Sons Inc., New York, 1994. Reprint of the 1978 original. 

[Giv95] Alexander B. Givental. Homological geometry and mirror symmetry. In Proceedings of 
the International Congress of Mathematicians, Vol. 1, 2 (Zurich, 1994), pages 472-480, 
Basel, 1995. Birkhâuser. 



139 



140 



BIBLIOGRAPHIE 



[Her02] Claus Hertling. Frobenius manifolds and moduli spaces for singularities, volume (151) of 
Cambridge Tracts in Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, 2002. 

[HM04] Clans Hertling and Yuri Manin. Unfoldings of mcromorphic connections and a construc- 
tion of Frobenius manifolds. In Frobenius manifolds, Aspects Math., E36, pages 113-144. 
Vieweg, Wiesbaden, 2004. 

[JiaOS] Yunfeng Jiang. The Chen-Ruan cohomology of weighted projective spaces. 
math.AG/0304140, page 34, 2003. 

[Kaw73] Tetsuro Kawasaki. Cohomology of twisted projective spaces and lens complexes. Math. 

Ann., (206) :243 248, 1973. 

[Kaw78] Tetsuro Kawasaki. The signature theorem for 1^-manifolds. Topology, (17) (1) :75 83, 1978. 

[Kou76] A. G. Kouchnirenko. Polyèdres de Newton et nombres de Milnor. Invent. Math., 32(1) :1- 
31, 1976. 

[ManQQ] Yuri Manin. Frobenius manifolds, quantum cohomology, and moduli spaces, volume (47) 
of Am,erican Mathematical Society Colloquium Publications. American Mathematical So- 
ciety, Providence, RI, 1999. 

[MP97] leke Moerdijk and Dorette A. Pronk. Orbifolds, sheaves and groupoids. K-Theory, 
(12)(1) :3-21, 1997. 

[MS74] John W. Milnor and James D. Stashefï. Characteristic classes. Princeton University Press, 
Princeton, N. J., 1974. Annals of Mathematics Studies, No. 76. 

[Sab02] Claude Sabbah. Déformations isomonodromiques et variétés de Frobenius. Savoirs Actuels 
(Les Ulis). [Current Scholarship (Les Uhs)]. EDP Sciences, Les Ulis, 2002. Mathématiques 
(Les Ulis). [Mathematics (Les Ulis)]. 

[Sai83] Kyoji Saito. Period mapping associated to a primitive form. Publ. Res. Inst. Math. Sci., 
(19)(3) :1231-1264, 1983. 

[Sat56] Ichirô Satakc. On a generalization of the notion of manifold. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A., 

(42) :359 363, 1956. 

[Sat57] Ichirô Satake. The Gauss-Bonnet theorem for F-manifolds. J. Math. Soc. Japan, (9) :464- 
492, 1957. 

[Wit90] Edward Witten. On the structure of the topological phase of two-dimensional gravity. 
NuclearPhys. B, (340) (2-3) :281-332, 1990. 



